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非 利克 斯 * 克 莱 因 是 19 世 纪 末 20 世 纪 初 世界 最 有 影响 力 的 数学 学 派 一 一 可 迁 
根 学 派 的 创始 人 ， 他 不 仅 是 伟大 的 数学 家 ， 也 是 现代 国际 数学 教育 的 莫 基 人、 杰 
出 的 数学 史家 和 数学 教育 家 ， 在 数学 界 享 有 崇高 的 声誉 和 巨大 的 影响 。 

本 书 是 克 莱 因 根据 自己 在 哥 廷 根 大 学 多 年 为 德国 中 学 数学 教师 及 在 校 学 生 开 
设 的 讲座 所 撰写 的 基础 数学 普及 读物 。 该 书 反 映 了 他 对 数学 的 许多 观点 ， 向 人 们 
生动 地 展示 了 一 流 大 师 的 遗风 ， 出 版 后 被 译 成 多 种 文字 ， 是 一 部 数学 教育 的 不 本 
杰作 ， 影 响 至 今 不 豪 。 全 书 共 分 3 卷 。 第 一 卷 : 算术 、 代 数 、 分 析 ; 第 二 卷 : 几 
何 ; 第 三 卷 : 精确 数学 与 近似 数学 。 

克 莱 因 认为 函数 为 数学 的 "灵魂 "， 应 该 成 为 中 学 数学 的 "基石 "， 应 该 把 算术 、 
代数 和 几何 方面 的 内 容 ， 通 过 几何 的 形式 用 以 函数 为 中 心 的 观念 综合 起 来 ， 强 调 
要 用 近代 数学 的 观点 来 改造 传统 的 中 学 数学 内 容 ， 主 张 加 强 函 数 和 微 积分 的 教学 ， 
改革 和 充实 代数 的 内 容 ， 倡 导 “高 观点 下 的 初等 数学 意识 。 在 克 莱 因 看 来 ， 一 
个 数学 教师 的 职责 是 :“ 应 使 学 生 了 解数 学 并 不 是 孤立 的 各 门 学 问 ， 而 是 一 个 有 
机 的 整体 ， 基础 数学 的 教师 应 该 站 在 更 高 的 视角 (高 等 数学 ) 来 审视 、 理 解 初 
等 数学 问题 ， 只 有 观点 高 了 ， 事 物 才 能 显得 明了 而 简单 ， 一 个 称职 的 教师 应 当 掌 
握 或 了 解数 学 的 各 种 概念 、 方 法 及 其 发 展 与 完善 的 过 程 以 及 数学 教育 演化 的 经 过 ， 
他 认为 有关 的 每 一 个 分 支 ， 原 则 上 应 看 做 是 数学 整体 的 代表 ， “有 许多 初等 数 
学 的 现象 只 有 在 非 初等 的 理论 结构 内 才能 深刻 地 理解 。 

本 书 对 我 国 从 事 数 学 学 习 和 数学 教育 的 广大 读者 具有 较 好 的 启示 作用 ， 用 本 
书 译 者 之 一 ， 我 国 数学 家 、 数 学 教育 家 吴 大 任 先生 的 话 来 说 ,“ 所 有 对 数学 有 一 
定 了 解 的 人 都 可 以 从 中 获得 教 蔓 和 启发 "， 此 书 " 至 今 读 来 仍然 感到 十 分 亲切 。 这 
是 因为 ， 其 内 容 主 要 是 基础 数学 ， 其 观点 缠 含 着 真理 ……"。 
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第 一 版 序 


在 这 些 讲义 第 一 卷 ( 算 术 代数” 分析 ) 的 出 版 序 中 ,我 曾 表 示 
怀疑 ,讨论 几何 学 的 第 二 卷 是 否 能 很 快 出 版 。 但 是 由 于 海 林 格 先生 
的 勤奋 工作 ,本 着 终于 完成 了 。 

关于 这 一 系列 讲义 成 书 之 缘由 ,我 在 第 一 卷 序 中 已 经 讲 过 ,没有 
什么 特别 的 话 要 补充 了 。 但 是 对 于 这 本 第 二 卷 所 采取 的 新 形式 , 似 
乎 又 有 必要 作 一 番 解释 。 

确实 ,这 一 卷 的 形式 与 第 一 卷 太 不 同 了 。 我 曾 下 定 决 心 ,无论 如 
何 要 对 几何 学 领域 作出 一 个 综述 ,把 我 认为 每 一 个 高 中 数学 教师 应 
该 具有 的 知识 范围 都 包括 进去 。 于 是 ,关于 几何 教学 的 讨论 就 被 推 
到 每 章 结尾 篇 幅 所 允许 的 地 方 , 前 后 连贯 起 来 。 

选择 这 种 新 的 写作 安排 的 一 部 分 动机 是 想 避 免 刻 板 的 形式 。 但 
是 还 有 更 重要 更深 一 层 的 理由 。 几 何 学 中 没有 与 该 学 科 总 水 平 相 
对 应 的 统一 教材 ,不 像 在 代数 和 分 析 方 面 那样 有 标准 的 法 国教 程 。 
一 个 内 容 广 的 题目 往往 这 里 讲 一 点 、 那 里 讲 一 点 ,简直 像 是 各 个 不 同 
的 研究 工作 者 分 头 写 的 。 相 反 , 我 追求 的 教学 法 目标 和 一 般 科 研 目 
标 却 是 希望 作 一 个 比较 统一 的 处 理 。 

最 后 我 希望 (高 观点 下 的 初等 数学 ) 这 两 卷 相 互补 充 的 书 , 会 像 
说 马克 先生 和 我 去 年 出 版 的 4 数学 教学 组 织 》? 那 本 讲义 一 样 ,受到 教 
育 界 的 欢迎 。 


克 菜 因 
1908 年 圣诞 节 于 哥 廷 根 


第 三 版 序 


根据 我 在 第 一 卷 第 三 版 序 中 讲 的 总 计划 ,这 一 卷 (第 二 卷 ) 的 正 
文 及 其 处 理 未 作 修 改 ,只 是 在 细节 上 作 了 一 些小 的 改动 ,并 插入 一 些 
内 容 。 原 闭 中 没有 讲 到 的 、 涉 及 科学 文献 和 教学 法 文献 的 两 个 附录 ， 
是 赛 法 特 先生 和 我 一 再 讨论 后 编写 的 (中 译本 未 收 此 附录 一 一 中 译 
者 )。 赛 法 特 匈 生 又 担负 起 了 与 出 版 有 关 的 主要 工作 。 海 林 格 . 弗 迈 
尔 及 瓦尔 特 先 生 帮 助 他 看 了 校 样 。 弗 迈 尔 先 生 编 了 两 个 索引 。 我 十 
分 感谢 这 几 位 先生 ,也 对 施 普 林 格 出 版 公司 表示 谢意 ,该 公司 始终 如 
一 地 表现 了 协助 出 版 的 精神 。 


克 菜 因 
1925 年 5 月 于 哥 廷 根 


克 菜 因 著 《 高 观点 下 的 初等 数学 》3 卷 本 第 一 卷 英 文 译本 出 版 以 
后 , 收 到 了 读者 的 良好 反应 ,所 以 我 们 翻译 出 版 了 本 书 , 即 原著 第 二 
卷 。 纽 约 大 学 柯 妇 教 授 在 执教 哥 廷 根 大 学 时 即 已 建议 翻译 出 版 克 莱 
因 的 著作 ,他 一 直 提 供 司 慨 的 协助 ,为 在 美国 刊行 第 二 卷 铺 平 了 
道路 。 
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先生 们 ! 我 现在 开始 讲 的 课程 是 去 年 冬天 课程 的 继续 或 补充 。 
我 现在 的 目的 像 那 时 一 样 ,是 要 把 你 们 在 大 学 几 年 中 学 过 的 一 切 数 
学 知识 集中 起 来 ,只 要 对 未 来 的 教师 有 用 就 收集 起 来 ,特别 是 要 指出 
它们 同 中 学 教学 的 关系 。 在 去 年 冬天 的 那 一 学 期 ,我 已 经 执行 了 这 
个 计划 , 讲 了 算术 ,代数 和 分 析 。 这 一 学 期 将 把 注意 力 投 到 去 年 放 在 
一 边 的 几何 上 上 。 在 这 次 讲座 中 ,课程 内 容 是 独立 于 上 次 课程 的 知识 
的 。 此 外 ,我 将 在 整体 上 采取 有 所 不 同 的 方式 : 先 讲 百 科 全 书 式 的 
全 面 内 容 , 向 你 们 提供 通盘 的 几何 知识 介绍 ,你 们 可 以 把 已 经 学 过 的 
一 切 零 星 知识 都 纳入 一 个 严格 的 系统 ,要 用 的 时 候 就 可 以 拿 来 用 。 
作 了 这 番 通 盘 介 绍 之 后 ,我 才 强 调 与 数学 教学 有 关 的 内 容 , 而 我 去 年 

我 很 高 兴 地 要 提 一 下 1908 年 复活 节假日 期 间 在 哥 廷 根 这 里 所 
举办 的 数理 教师 假期 讲座 。 在 那个 讲座 中 ,我 介绍 了 去 年 冬天 讲座 
的 内 容 。 与 此 有 关 , 也 由 于 此 地 中 学 贝 伦 德 逊 (Behrendsen) 教 授 所 
作 的 讲话 ,引起 了 一 场 有 趣 而 富有 启发 性 的 讨论 ,涉及 了 中 学 算术 、 
代数 、 分 析 教 学 的 重新 组 织 问题 ,特别 是 谈 到 了 把 微 积 分 引入 中 学 的 
问题 。 参 加 讨论 的 人 对 这 些 问题 表现 出 了 极为 令 人 欣慰 的 兴趣 ,并 
一 般 对 我 们 使 大 学 和 中 学 发 生 紧 密 接触 的 努力 表示 兴趣 。 我 希望 这 
个 讲座 也 会 在 这 个 方向 发 生 一 定 的 影响 。 我 们 以 往 不 断 地 听 到 从 中 
学 里 传 来 的 ,往往 是 正确 的 抱怨 ,说 大 学 教育 固然 传授 了 许多 专门 内 
容 , 但 对 新 教师 以 后 真正 会 用 到 的 许多 重要 的 一 般 内 容 却 没有 讲 ,使 
新 教师 完全 摸 不 清 方 向 。 但 愿 我 这 个 讲座 能 起 到 一 定 的 作用 ,有 助 
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于 消除 这 种 由 来 已 久 的 抱怨 。 

现在 来 讲 讲 这 个 讲座 的 内 容 。 像 以 前 的 那个 讲座 一 样 ,为 了 强 
调 对 整体 内 容 的 一 般 介绍 ,我 不 时 需要 假定 你 们 从 已 经 学 过 的 一 切 
数学 知识 中 掌握 了 一 些 重要 的 定理 。 不 错 , 我 会 始终 努力 作 些 简短 
的 说 明 , 以 促使 你 们 回想 起 学 过 的 内 容 , 使 你 们 能 够 轻而易举 地 岳 清 
文献 。 为 一 方面 ,我 要 把 注意 力 更 多 地 吸引 到 几何 学 科 的 历史 发 展 
以 及 伟大 先驱 者 的 成 就 上 来 ,不 像 我 在 第 一 卷 里 通常 做 的 那样 。 我 
布 望 , 通 过 这 类 讨论 ,提高 我 常 说 的 你 们 的 一 般 数 学 素养 ,因为 除了 
专门 课程 提供 的 详尽 知识 以 外 ,还 应 当 抓 住 主题 内 容 及 历史 关系 。 

请 允许 我 最 后 再 泛泛 地 讲 几 和 句 话 ,以 免 由 于 把 这 一 部 分 几何 同 
第 一 部 分 算术 作 了 名义 的 划分 而 产生 误解 。 尽 管 作 了 这 种 划分 ,但 
我 在 这 里 像 在 那 种 一 般 的 讲座 中 一 样 ,始终 如 一 地 最 喜欢 用 “算术 和 
几何 的 融合 "这 个 说 法 来 表示 我 的 主张 。 我 的 意思 是 : 算术 这 个 领 
域 不 仅 包 含 整数 理论 ,而 且 包 括 整个 代数 和 分 析 。 德 国 中 学 里 一 般 
吕 是 如 此 。 茶 些 人 ,特别 是 在 意大利 ,喜欢 用 融合 "这 个 词 , 但 仅 限 
于 指 几何 方面 的 努力 。 其 实 ,无 论 是 在 大 学 里 或 在 中 学 里 ,都 早已 形 
成 惯例 , 先 学 平面 几何 ,然后 完全 与 平面 几何 分 开 来 册 学 空间 几何 。 
因此 ,空间 几何 不 举 往 往 遭 到 轻视 ,使 我 们 最 先 具 有 的 早 越 的 空间 感 
知 能 力 不 能 得 到 发 展 。 与 此 相反 , “融合 派 ”希望 同时 处 理 平面 与 空 
间 几 何 , 使 我 们 的 思维 不 至 于 人 为 地 受到 二 维 的 限制 。 这 种 努力 也 
得 到 我 的 赞同 ,但 我 同时 想到 的 是 更 深入 、 更 广泛 的 融合 。 上 个 学 
期 ,我 始终 努力 想 使 算术 .代数 及 分 析 的 抽象 讨论 生动 活泼 起 来 , 利 
用 图 示 和 作 图 方法 使 内 容 更 容易 为 个 人 所 接受 ,并 第 一 次 癌 学 生 说 
明 为 什么 应 当 对 这 种 讨论 发 生 兴 趣 。 同 样 , 现 在 一 开始 就 要 伴 以 空 
间 观 念 ,这 种 空间 观念 与 解析 公式 一 起 当然 应 占 首 要 地 位 ,促进 对 几 
何 材料 的 高 度 精确 的 概括 。 

下 面 我 将 讨论 我 们 的 问题 , 首先 考虑 一 系列 简单 的 几何 基本 形 
式 , 你 们 就 能 最 容易 地 理解 我 讲 的 意思 。 


第 四 部 分 
最 简单 的 几何 流 形 


第 十 章 
作为 相对 量 的 线段 .面积 与 体积 


看 了 本 章 的 标题 ,你 们 就 会 了 解 ,我 准备 同时 考虑 在 直线 ,平面 
和 空间 里 的 对 应 变量 。 然 而 ,为 了 分 析 表 述 , 将 考虑 统一 的 原则 , 立 
即 利用 直角 坐标 系 。 

设 有 一 线段 ,设想 其 位 于 xz 轴 上 。 如 其 端点 的 横 坐 标 为 zx 和 
x2, 则 其 长 度 为 zl 一 x, 可 以 将 这 个 差 写 成 行列 式 形 式 
| 


心 
起 2 1 


1 
1 


(1 2 


类 似 地 ,由 坐标 为 (zi ， y1)， (Xs， yz)， (3， ys ) 的 3 个 点 1], 2， 
3 形成 的 zy 平面 上 的 三 角形 的 面积 为 


yi yl 1 


ee 
(2 


2 | 一 2 了 2 | 。 


XTX3 VY3 ] 


最 后 ,由 坐标 为 (zi， 1， I .4， 2 ) 的 4 点 形成 的 四 面体 
体积 的 公式 为 


X11 V1 之 


X2 V2 之 2 


1l.2.3|zx, VY3 之 3 


(1,， 2 Ys 4) -一 


| jh 人- jd 
0 


dd Vi 之 4 


我 们 通常 所 说 的 线段 长 度 或 相应 情况 下 的 面积 与 体积 ,是 这 几 
个 量 的 绝对 值 , 而 实际 上 ,我 们 的 公式 所 提供 的 , 远 远 不 止 这 些 ,还 给 
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出 了 依赖 于 所 取 各 点 顺序 的 一 个 确定 的 符号 。 在 几何 学 中 ,将 始终 
考虑 这 些 解 析 式 子 所 提供 的 符号 ,以 此 作为 基本 规则 ,因而 必须 要 问 
包含 在 这 些 行列 式 内 的 符号 的 几何 意义 。 

因此 ,如 何 选 择 直角 坐标 系 , 就 成 了 一 件 重要 的 事 。 所 以 请 一 开 
始 就 建立 一 个 约定 ,这 虽然 是 任意 的 ,但 必须 在 一 切 情况 下 绽 有 约束 
力 。 在 一 维 情形 下 ,我 们 将 认为 xz 轴 的 正 向 总 是 指向 右 方 。 在 平面 
上 ,z 轴 的 正身 指向 右 方 ,而 y 轴 的 正 回 指向 上 方 (图 10. 1)。 如 果 
使 y 轴 朝 下 , 则 必 有 一 个 本 质 不 同 的 坐标 系 , 它 是 前 者 的 反射 ,如 果 
不 进入 空间 仪 通过 在 平面 内 的 移动 ,是 不 可 能 使 它们 相互 重合 的 。 
最 后 ,通过 对 平面 坐标 系 加 上 一 个 正 向 指向 前 方 的 z 轴 ,将 得 到 空间 
坐标 系 ( 图 10. 2)。 选 取 = 轴 正 癌 指 癌 后 方 , 同 样 会 得 到 一 个 本 质 不 
同 的 坐标 系 ,不 可 能 通过 在 空间 内 的 任何 运动 而 将 两 个 不 同 的 坐标 
系 重合 起 来 。 这 两 个 坐标 系 分 别称 为 “右手 系 ” 和 “左手 系 ”。 


图 10. 1 图 10. 2 
如 果 遵 照 这 套 规定 ,由 数字 标 出 的 这 些 点 的 顺序 的 简单 几何 性 
质 就 可 以 用 来 解释 我 们 的 符号 。 


对 于 线段 (1，2) ,这 个 性 质 是 显然 的 : 其 长 度 表 达 式 zi 一 将 
依赖 于 点 1 位 于 点 2 的 右 侧 或 左 侧 而 成 为 正 的 或 负 的 。 
就 三 角形 的 情形 来 说 ,其 面积 公式 将 依赖 于 从 点 1 经 点 2 到 点 3 


@ 这 两 个 系统 之 区 别 , 是 由 于 相应 地 对 应 于 右手 和 左手 ,开头 3 个 手指 的 位 置 ( 见 
第 一 卷 第 一 部 分 第 四 章 第 二 节 )。 
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是 按 逆 时 针 或 按 顺 时 针 旋 转 而 成 为 正 的 或 负 的 。 将 首先 考虑 一 个 特 
殊 位 置 的 三 角形 ,计算 表达 其 面积 的 行列 式 的 值 ,并 通过 考虑 连续 性 
而 过 渡 到 一 般 情形 ,这 样 就 证 明了 此 结论 。 
我 们 考虑 这 样 一 个 三 角形 ,其 第 一 个 顶点 
为 x 轴 上 的 单位 点 (zi 一 1, x 二 0), 第 
二 个 顶点 为 y 轴 上 的 单位 点 (z = 二 0， 
1 二 1), 第 三 个 顶点 为 原点 (z = 二 0， 
y 二 0)。 根据 关于 坐标 系 的 约定 ,必须 谨 
逆 时 针 方 向 走 过 此 三 角形 的 边界 (图 
10. 3) ,而 关于 其 面积 的 公式 产生 正 值 
1 0 1 
0 1 
0 0 1 
现在 ,可 以 通过 连续 变形 ,将 此 三 角形 的 各 顶点 与 任何 其 他 按 同 方向 
走 过 边 界 的 三 角形 的 顶点 相 重 合 , 而且 可 以 保持 三 角形 的 3 个 顶点 
在 任何 时 候 都 不 共 线 。 在 这 个 过 程 中 ,行列 式 的 值 连续 变化 , 且 因 为 
只 在 点 1，2，3 共 线 时 才 化 为 0, 故 此 值 必然 始终 为 正 。 这 就 证 明 ， 
任何 一 个 沿 逆 时 针 方 回 走 过 边 界 的 三 角形 的 面积 是 正 的 。 如 果 变 换 
原 三 角形 的 两 个 项 点 ,立即 可 以 看 出 ,每 一 个 沿 顺 时 针 方 向 走 过 边 界 
的 三 角形 的 面积 是 负 的 。 

可 以 用 类 似 的 方法 讨论 四 面体 。 还 是 从 一 个 特殊 位 置 的 四 面体 
出 发 。 依 次 选择 第 一 、 第 二 、 第 三 顶点 为 x 轴 、y 轴 和 xz 轴 上 的 单位 
点 ;第 四 顶点 为 原点 。 因 此 其 体积 为 


1 
2 这 


和 前 面 一 样 推出 ,每 一 个 可 以 从 这 个 四 面体 连续 变形 并 保持 4 
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个 顶点 不 共 面 (行列 式 始 终 不 为 零 ) 而 得 
到 的 四 面体 ,其 体积 为 正 。 但 可 以 从 顶点 
1 看 面 (2，3, 4) 的 转移 方向 (图 10. 4), 据 
此 说 明 所 有 这 一 类 四 面体 。 用 这 种 方法 ， 
我 们 可 得 如 下 结论 : 如 果 从 顶点 1 去 看 
顶点 2, 3, 4 是 逆 时 针 顺 序 , 则 公式 算出 
的 四 面体 (1，2，3，4) 的 体积 是 正 的 , 反 
人 之 为 负 的 。 

于 是 ,从 解析 式 子 出 发 ,实际 上 推导 出 了 一 些 几 何 规 则 ,对 于 以 
确定 顺序 给 出 顶点 的 任何 线段 .三 角形 和 四 面体 ,可 指定 一 个 确定 符 
导 。 对 比 把 长 度 .面积 .体积 考虑 为 绝对 值 的 普通 初等 几何 学 ,这 样 
做 有 极 大 的 好 处 。 初 等 几何 必须 依照 图 形 呈 现 的 情况 而 区 分 许多 情 
况 , 而 现在 用 几 个 简单 的 一 般 定理 就 可 以 概括 。 

请 从 一 条 直线 ,例如 工 轴 上 的 3 个 点 分 成 的 各 线段 之 比 这 个 非 
常 简单 的 例子 出 发 。 为 以 后 方便 起 


Ss>0 
见 ,我 们 把 这 3 点 记 为 1，2, 4( 图 1 1 
10.5) 。 我 们 看 到 ,所 述 之 比 由 公式 -一 一- 
(zl — Xs) 0 | 
De 给 出 , 且 清 楚 地 表明 图 10.5 


这 个 商 将 按 点 1 在 线段 (2,，4) 之 外 或 线段 之 内 而 成 正 值 或 负 值 。 如 
果 按 习惯 的 初等 表示 法 ,只 给 出 绝对 值 | S | 二 上 革 一 不 ,那么 总 


| Xe— x | 
得 参考 图 形 ,或 是 用 文字 说 明 我 们 所 考虑 的 x 是 在 线段 (2, 4) 以 内 
或 以 外 ,这 当然 要 复杂 得 多 。 因 此 ,符号 的 引入 就 把 直线 上 各 点 可 外 
的 不 同 顺 序 考 虑 在 内 了 , 而 这 一 点 ,是 我 在 讲课 过 程 中 往往 必须 涉 
及 的 。 
如 果 现 在 加 上 第 四 点 ,就 可 以 建立 起 4 点 的 交 比 , 即 


oo 一 一 一 一 一 一 一 -一 
曲 
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这 个 表达 式 也 有 一 个 确定 的 符号 ,而 且 我 们 立即 会 看 到 , 当 点 对 1 和 
3 与 点 对 2 和 4 互相 分 隔 时 , 忆 <0; 相 反 , 点 1，3 都 在 线段 2, 4 之 内 
或 之 外 时 , >0 (图 10.6 .图 10.7)。 因 此 ,总 是 有 两 种 本 质 不 同 的 
排列 ,产生 同样 的 绝对 值 D。 如 果 只 给 出 绝对 值 , 则 必须 同时 指明 其 
排列 情况 。 例 如 ,如 果 仍 按 中 学 的 习惯 方法 ,用 方程 D== 1 来 确定 调 
和 点 , 则 必须 将 两 个 点 对 相互 分 隔 的 要 求 包含 在 定义 之 内 ,而 按 这 里 
的 规定 我 们 只 要 说 D = 一 1 就 够 了 。 这 种 把 符号 考虑 在 内 的 做 
法 ,在 射影 几何 里 特别 有 用 。 正 如 你 们 所 知道 的 ,在 射影 几何 
里 , 交 比 起 十 分 重要 的 作用 。 这 里 有 一 个 熟悉 的 定理 , 即 当 从 一 
个 中 心 将 在 一 直线 上 的 4 个 点 射影 到 另 一 直线 上 组 成 另外 4 点 
时 ,前 后 4 个 点 的 交 比 不 变 。 如 果 现 在 把 交 比 考虑 为 受 符 号 影 啊 
的 相对 量 , 则 此 定律 之 道 也 无 例外 地 成 立 : 如 果 位 于 两 条 直线 上 
的 两 个 4 点 组 成 相同 的 交 比 , 则 其 中 一 组 可 以 通过 为 一 组 的 一 次 
或 多 次 射影 而 获得 。 例 如 ,在 图 10.8 里 ,如 果 用 中 心 了 和 PP', 则 
点 集 1, 2, 3,，4 和 1 ,2” ,3”, 4 将 分 别 射影 成 1 ,2’, 3’, 4'。 
然而 ,如 果 只 知道 D 的 绝对 值 , 则 相应 的 定理 不 能 以 这 种 简单 的 
形式 出 现 , 必 须 对 各 点 的 排列 作出 专门 的 假设 。 
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三 角形 公式 的 应 用 ,是 一 个 更 富有 成 果 的 领域 。 首 先 在 三 角形 
(1，2, 3) 内 部 任 取 一 点 0, 并 将 其 作为 顶点 之 一 (图 10. 9) , 则 按 初等 
意义 下 作为 绝对 值 的 3 个 小 三 角形 面积 之 和 等 于 原来 三 角形 的 面 
只, 即 可 写成 

ls 2 3) 1) (05 253) | (05 35 2) |+:] (05 :15 2) 

图 中 表明 ,出 现在 这 个 方程 中 的 所 有 三 角形 项 点 的 顺序 都 是 逆 时 针 
的 ,因此 ,面积 (1， 了 (0， 2 3)， (0; ds Ls (0， 5 2) 在 我 们 的 
一 般 定 义 下 都 是 正 的 ,所 以 可 以 把 公式 写成 为 

(T1025 Bss{0,.273) (0s 3 0 二 2 
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图 10. 10 


图 10. 9 
现在 我 断言 , 当 点 O 在 三 角形 外 面 , 甚 至 当 0, 1, 2, 3 是 平面 上 
的 任意 4 点 时 ,这 个 公式 也 是 成 立 的 。 以 图 10. 10 为 例 ,我 们 看 到 边 
务 (0，2，3) 和 (0，3，1) 是 按 逆 时 针 方 回 走 过 ,而 (0，1，2) 则 按 顺 时 
针 方 问 走 过 , 所 以 对 绝对 值 面积 ,我 们 的 公式 给 出 
| (] ， 2 3 ) | 年 (0， 3) 十 | (0， $s 1) 一 | (Us | 2) ss 


图 10. 10 表明 ,这 个 方程 是 正确 的 。 


我 们 将 借助 解析 定义 对 这 个 定理 给 出 一 个 一 般 的 证 明 。 我 们 会 
看 到 ,我 们 的 公式 是 行列 式 论 的 一 个 善 名 和 定理。 为 了 方便 起 见 ,不 妨 
取 0 为 原点 z= 二 0, y= 二 0, 这 显然 无 碍 于 一 般 性 ,并 用 合适 的 行列 式 


来 代 蔡 4 个 三 角形 的 各 个 面积 。 于 是 ,到 处 略 去 因子 六 ,我 们 要 证 


第 十 章 ”作为 相对 量 的 线段 .面积 与 体积 。9 。 


明 ,对 任意 过 19 “9 VY3 ,下 面 关 系 式 成 立 


zx! 人 1 0 0 1 人 05 二 0 0 1 
Xs a La We do Ys EE VW ll 
Zi y 1 Za y3 1 Zl V 1 Xx, y 1 


如 果 用 0 代替 右边 各 行列 式 最 后 一 列 的 第 二 行 和 第 三 行 的 1， 
则 其 值 不 变 , 因为 按 第 一 行 展开 时 ,这些 元 素 所 进入 的 子 行 列 式 是 乘 
以 零 的 。 如 果 在 最 后 两 个 行列 式 内 对 行 作 循环 变换 ,这 对 三 阶 (事实 
上 对 奇 阶 行列 式 ) 是 允许 的 , 则 可 以 将 方程 式 写 成 


Zl v 1 0 0 1 Zil yy 0 XxX! V 0 
2 VY? 上 a 0 1 十 |zz yz2 01。 
2 9 Za yy 0 Z3 VY3 0 0 0 1 


但 这 是 一 个 恒等式 ,因为 右 端 只 不 过 是 左 病 最 后 一 列 的 子 行列 
式 , 所 以 这 里 只 不 过 是 众所周知 的 按 一 列 的 元 素 展 开 这 个 行列 
式 而 已 。 因 此 ,对 4 个 点 的 所 有 可 能 情况 ,我 们 的 定理 一 举 得 到 
了 证 明 。 


可 以 将 此 公式 推广 到 表达 任意 多 46 

边 形 的 面积 。 设 想 在 测量 中 有 这 样 的 /SO 

问题 : 在 测量 了 各 个 角 点 1，2, …，7< S71 

n 一 1, 的 坐标 系 后 ,确定 直线 多 边 形 。 

区 域 的 面积 (图 10. 11) 。 一 个 不 习惯 

使 用 符号 法 则 的 人 或 许 会 先 画 出 多 边 “ 

形 的 草图 ,用 对 角 线 把 它 分 成 许多 三 角 

形 ,然后 对 某 些 凹 进去 的 角 作 特别 考 

虑 ,使 欲求 的 面积 化 为 各 三 角形 面积 之 和 或 差 。 然 而 ,我 们 可 以 立即 

给 出 一 个 不 需要 参看 任何 图 形 就 能 自然 而 然 地 得 到 正确 结果 的 一 般 

公式 ; 设 0 为 平面 上 任 一 点 ,例如 坐标 原点 , 则 沿 1，2，…, nn 绕 过 
其 边界 的 多 边 形 的 面积 为 


图 10. 11 
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(1，2， “eg AO ds 2) 十 (0， 2 De 
十 (0， 1 一 ]， n) 十 《0， 1 Ls 


其 中 每 一 个 三 角形 面积 所 带 符号 由 其 环绕 的 方向 确定 。 本 公式 得 到 的 
面积 ,依赖 于 多 边 形 沿 1，2，… n 环绕 方 疝 是 逆 时 针 或 顺 时 针 而 分 别 取 
正 值 或 负 值 。 写 出 这 个 公式 就 够 了 ,你 们 自己 可 以 容易 地 给 出 证 明 。 

下 一 步 不 深入 研究 这 个 例子 ， 
而 去 考虑 某 些 特别 有 趣 的 情形 ,这 
些 情形 事实 上 不 可 能 在 测量 中 发 
现 , 即 其 边界 相互 交叉 而 成 为 相交 
四 边 形 的 情形 (图 10. 12)。 这 里 
如 果 要 谈 确 定 的 面积 , 那 只 能 是 我 
们 的 公式 给 出 的 值 。 让 我 们 考虑 
这 个 值 的 几何 意义 。 一 开始 我 们 已 指出 , 它 必须 与 点 0 的 特殊 位 置 
无 关 。 让 我 们 把 点 0 放 在 尽 可 能 方便 的 地 方 , 即 放 在 相交 处 。 于 是 
三 角形 (0，1，2) 和 (0，3，4) 化 为 零 , 而 剩 下 


〈] ， 2 Dy 4) 《0， 2 3) 十 (0， 4， ] ) 。 
第 一 个 三 角形 有 人 负面 积 ,第 二 个 有 正面 积 。 因 此 , 按 (1, 2, 3, 4) 方 
向 环绕 时 ,交叉 四 边 形 的 面积 ,等 于 沿 道 时 针 方向 走 过 的 部 分 (0,4， 
1) 的 面积 扣除 沿 顺 时 针 方 向 走 过 的 部 分 (0， 2，3) 的 面积 。 
作为 第 二 个 例子 ,请 考虑 五 角 星 形 


图 10. 12 


] 
(图 10. 13)。 如 果 把 点 0 放 到 中 心 部 A 
分 , 则 在 和 式 SN ee 
os 


(0 ， 2) 十 (0， 2 3) 十 … 十 (0， bs 1) 


里 所 有 小 三 角形 都 按 正 方向 走 过 , 它们 
的 和 包括 图 形 的 五 角 中 心 部 分 面积 的 “> 各 
两 倍 ,5 个 尖 角 部 分 面积 的 一 倍 。 如 果 
再 考虑 环绕 此 多 边 形 的 一 个 正 向 循环 图 10. 13 
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(1，2，3，4，5，1) ,我 们 看 到 ,边界 的 每 部 分 都 沿 逆 时 针 走 过 ,特别 
是 ,我 们 环绕 计算 了 双 倍 面积 的 多 边 形 部 分 走 过 两 次 ,而 环绕 其 余部 
分 仅 一 次 。 

从 这 两 个 例子 ,可 以 推出 下 面 的 一 般 规则 : 对 边 可 任意 相交 的 
任何 直线 多 边 形 , 我 们 的 公式 所 给 出 的 总 面积 为 由 多 边 形 的 边 所 包 
围 的 各 部 分 面积 的 代数 和 ,其 中 第 一 部 分 的 面积 按 沿 (1，2，3，…， 
?2，1) 环 绕 一 次 时 经 过 的 次 数 而 计算 其 倍数 , 正 负 号 则 按 逆 时 针 或 顺 
时 针 走 过 此 部 分 面积 而 定 。 你 们 不 难 证 明 这 个 定理 的 正确 性 。 

现在 从 多 边 形 转 到 具有 曲线 边界 图 形 的 面积 。 我 们 将 考虑 任何 
封闭 曲线 ,包括 它 可 以 与 自己 相交 任意 
次 数 。 我 们 指定 一 个 沿 此 曲线 的 确定 方 
向 ,并 考虑 由 此 曲线 所 包围 的 面积 。 如 


果 通 过 不 断 增 加 边 数 并 缩短 边 长 使 折线 
逼近 曲线 (图 10. 14) ,用 我 们 刚才 说 明 “PP 
的 方法 求 出 这 些 多 边 形 的 面积 并 过 渡 到 图 10. 14 


极限 ,自然 而 然 就 找到 其 面积 。 如 果 
P(xz, y) 和 Pi(z 十 dr, y 十 dy) 


是 这 样 一 个 逼近 多 边 形 的 两 相 邻 顶点 , 则 其 面积 为 基本 三 角形 
(OPP,) 面 积 , 即 


Z 十 dz yy 十 dy 
的 和 。 过 渡 到 极限 ,此 和 化 为 沿 此 曲线 的 线 积 分 


二 | (zdy 一 ydz)。 


因此 ,此 积分 也 就 确定 了 由 曲线 所 包围 图 形 的 面积 。 如 果 和 希望 解释 
此 定义 的 几何 意义 ,可 将 刚才 对 多 边 形 所 得 到 的 结果 应 用 到 新 的 情 
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况 : 当 给 定 的 曲线 按 指定 的 方向 走 过 一 次 时 ,每 一 个 被 曲线 包围 的 
部 分 区 域 的 面积 按 其 沿 逆 时 针 方向 被 包围 的 次 数 计算 正 倍数 ,而 按 
顺 时 针 方 向 被 包围 的 次 数 计 算 负 倍数 。 对 如 图 10. 14 所 示 的 简单 曲 
线 , 积 分 相应 地 给 出 由 曲线 包围 区 域 的 取 正 号 的 面积 。 对 图 10. 15 
的 情况 ,外 面部 分 按 正 号 计算 一 次 ,里 面部 分 则 计算 两 次 。 在 图 
10. 16 中 , 左 部 是 负 的 而 右 部 是 正 的 , 故 计算 结果 为 负 。 在 图 10. 17 
中 ,一 部 分 根本 没有 计算 ,因为 它 按 正 向 和 负 问 各 被 包围 一 次 。 当 
然 , 按 这 里 的 意义 ,可 能 出 现 这 样 的 曲线 ,其 包围 的 面积 为 零 。 如 果 
在 图 10. 16 中 使 曲线 相对 其 交点 对 称 ,就 得 到 这 样 的 曲线 。 只 要 记得 
我 们 是 按 一 个 方便 的 假定 来 确定 面积 的 ,那么 这 种 情况 就 不 足 为 
奇 了 。 


图 10. 15 图 10. 16 


图 10. 17 图 10. 18 


现在 向 你 们 指出 ,使 用 安 姆 斯 拉 (Amsler) 极 性 求 积 仪 , 可 见 这 
些 定 义 是 多 么 恰当 。 这 个 极 精 巧 而 有 用 的 工具 是 1854 年 由 德国 技 
工 雅 哥 比 。 安 姆 斯 拉 (Jacob Amslen) 制 造 的 。 用 这 个 工具 测定 的 面 
积 ,正好 是 上 面 讨论 中 所 说 的 面积 。 让 我 们 首先 考虑 这 个 仪 莫 的 理 
论 基础 。 
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设想 一 条 长 为 ! 的 棒 A,A;( 图 10. 18) 在 平面 上 移动 ,使 得 A,A， 
画 出 分 离 的 封闭 曲线 ,而 棒 本 身 返 回 到 原来 的 位 置 。 我 们 希望 求 出 
棒 所 扫 过 的 面积 ,把 这 个 面积 的 奉 干 部 分 按 扫 过 的 方向 不 同 而 以 正 
或 负 计算 。 为 此 ,代替 棒 的 连续 移动 我 们 使 棒 从 一 个 位 置 12 到 一 个 
邻近 位 置 1 2 经 任意 小 的 逐次 基本 移动 ,以 及 在 积分 中 所 用 的 极限 
过 程 。 棒 所 扫 过 的 实际 面积 ,为 这 些 移动 所 形成 的 “基本 四 边 形 ” 
(1, 1 ，2 ，2) 面 积 的 和 的 极限 。 很 容易 看 到 ,对 应 于 1，1 ，2 ，2 
的 巡回 方向 ,为 每 个 基本 四 边 形 面积 给 出 符号 ,也 就 把 棱 的 移动 方 癌 
适当 地 考虑 进去 了 。 现 在 ,可 以 把 棒 AlA; 的 每 个 基本 移动 分 解 为 3 
步 ( 图 10. 19). 

(1) 语 棒 所 在 方向 平移 ds。 

(2) 沿 棒 的 垂直 方 癌 平移 dp。 


(3) 绕 端 点 Az 旋转 角度 dy。 \ 
按 此 方法 , 要 分 别 扫 过 面积 六 1 
0。ds，/。dp， Sdg. 可 以 用 这 图 10. 19 


3 个 面积 的 和 来 代替 基本 四 边 形 的 面积 ,因为 这 样 造成 的 误差 是 一 
个 高 阶 无穷 小 ,过 渡 到 极限 (实际 上 是 一 个 简单 的 积分 过 程 ) 则 将 消 
失 。 关 键 的 是 注意 这 个 和 。 如 采 沿 逆 时 和 针 方 向 测 dy 为 正 , 且 绕 9 增 
加 的 平移 dp 为 正 , 则 


[Lz 
/… db 十 了 d9 


与 四 边 形 (1, 1 ，2 ，2) 的 面积 符号 一 致 。 
沿 移 动 的 路 径 积分 ,得 到 AlA; 扫 过 的 面积 


7 
六 二 i| dp 十 S|ay. 
积分 | dp 表示 棒 对 于 其 原来 位 置 所 转 过 的 总 角度 。 因 为 棒 回 到 原来 
位 置 ,除非 做 了 一个 完全 的 旋转 ,否则 | dp = 0, 于 是 面积 ; 
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J = /|dp. (1) 


但 是 ,通过 适当 选择 A 和 As 的 路 径 , 棒 在 回 到 原来 位 置 之 前 ,是 有 
可 能 作 一 次 或 多 次 完全 旋转 的 ,于 是 ,| dp 是 2x 的 倍数 。 对 (1) 式 右 


并 , 相 应 于 正和 疝 和 反 何 的 一 个 完全 旋转 ,得 加 上 十 xL 或 一 "A 。 为 简 
单 起 见 , 我 们 把 这 个 稍微 复杂 一 点 的 情况 放 在 一 边 。 

现在 可 以 用 稍微 不 同 的 方法 
来 确定 面积 (图 10. 20) 。 在 逐次 
的 基本 移动 中 , 设 棒 依次 取得 位 置 
12, 12 ,12”,…, 则 J 是 这 些 基 
图 10. 20 本 四 边 形 面积 之 和 : 


| 
i 


了 


说 得 精确 一 点 ,是 代表 这 个 和 式 极 限 的 积分 ,而 这 里 所 指 的 每 个 四 边 
形 环绕 的 方向 和 前 面 所 说 的 一 样 。 利 用 前 边 的 多 边 形 的 公式 ,其 中 
0 为 任意 选 定 的 坐标 原点 ,我 们 有 
J 《0， 1 Lt a 2 YO 2 2) 十 (0， 2 ] ) 
2 
0 
十 ……， 
其 中 每 一 行 的 第 二 个 三 角形 与 下 一 行 的 第 四 个 三 角形 一 样 ,但 环绕 
的 方向 相反 
(0, 1 ,2°) 一 一 (0，2 ， 1), (0, 11, 2°”) 一 一 (0，2 ，1 )，… 
所 以 这 些 被 加 项 全 部 抵消 。 又 因为 这 些 基本 四 边 形 系列 是 闭合 的 ， 
被 加 项 (0，1，2) 将 会 出 现在 最 后 一 行 而 与 第 一 行 的 (0，2，1) 相 抵 
消 , 于 是 每 一 行 中 只 留 下 第 一 、 第 三 两 个 三 角形 。 但 按 前 面 讲 的 ,第 
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一 个 三 角形 面积 之 和 为 多 边 形 (1, ] ，1,，…) 的 面积 ,过 渡 到 极限 ， 
即 为 棱 的 端点 4 所 画 曲 线 包 围 的 面积 上 。 类 似 地 ,如 果 逐 项 改变 
符号 ,第 三 个 三 角形 面积 之 和 为 多 边 形 (2，2 2 ，…) 的 面积 ,过 渡 到 
极限 , 即 为 A 所 画 曲 线 包 围 的 面积 Fx 。 于 是 有 

A ER (2) 


显然 ,只 要 注意 考虑 我 们 的 符号 规则 来 确定 和 FF; ,两 曲线 可 任意 
地 相交 。 

上 述 求 积 仪 的 几何 原理 ,就 包含 在 (1) 式 和 (2) 式 里 。 即 : 如 果 使 
A 沿 一 个 已 知 面 积 Fz 的 曲线 移动 ,而 在 A 处 的 轨迹 点 使 其 沿 访 的 


边界 移动 ,并 有 一 个 仪器 使 我 们 能 测量 | dp, 则 可 立即 求 得 值 
F = > 十 中 az。 (2 ) 


安 姆 斯 拉 所 造 的 仪器 就 是 这 样 的 一 个 装置 。 他 在 作为 轴 的 棒 4 4， 
上 固定 一 个 轮子 , 随 棒 的 移动 而 在 纸 上 滚动 。 这 是 他 的 机 械 发 明 的 
第 二 部 分 。 设 轮子 半径 为 p, 踊 

离 A; 为 4( 图 10. 21)。 轮 子 随 4 -~ 4 
棒 移动 而 滚动 过 的 角 少 是 各 个 4 续 

基本 移动 中 滚 过 角 dy 的 和 ,每 站 

个 dy 可 以 由 3 个 滚动 角 4 内，d 内 ，d 组 成 ,每 一 个 滚动 角 各 自 对 
应 于 前 面 所 分 解 成 的 3 个 简单 移动 。 在 第 一 步 移动 中 ,轮子 不 转 , 故 
dn 二 0; 在 第 二 步 , 棒 4 A; 沿 其 垂直 方向 移动 dp 时 ,轮子 在 纸 上 


转 过 距离 dp 一 pd 内 , 故 d 办 一 只 ;第 三 步 , 样 环 统 As 转 过 角 dg, 轮 


缘 转 过 距离 1dg 一 pd , 故 d 内 = 和 于 是 有 


1 A 
dy 一 一 d 一 dy 
4 一 万 d 十 5 
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如 果 AiA; 回 到 原来 位 置 的 过 程 中 不 作 完全 旋转 , 则 沿 整个 移动 路 
径 积分 之 ,有 : | dg 一 0。 于 是 , 安 姆 斯 拉 轮 子 的 全 部 转动 角 将 是 


= Si Ca 


但 如 果 棒 作 了 一 次 或 多 次 旋转 , 则 在 右 侧 将 出 现 2x 的 某 个 代数 ， 


但 我 们 仍 不 考虑 此 种 情况 。 
联合 (2 ) 式 与 (3) 式 ,最 终 得 到 


Fi—F;,=/l*p*y, 


即 由 轮子 转 过 的 角 y 可 测量 出 棱 的 两 端 所 迁 回 包围 面积 之 差 。 

在 制作 此 仪器 时 ,使 玉 为 零 是 可 取 的 。 安 姆 斯 拉 用 一 个 聪明 的 
方法 把 A; 附 在 一 个 绕 固 定点 M 转动 的 臂 上 (图 10. 22)。 于 是 A。 只 
能 在 臂 上 沿 弧 作 来 回 移动 而 不 会 包围 任何 圆 面积 ,如 果 我 们 不 考虑 A， 
绕 M 作 一 次 或 多 次 完全 的 转动 这 个 复杂 的 可 能 性 的 话 。 由 于 有 这 个 
“极点 ”MM, 整 个 仪器 常常 外 称 为 极 性 求 积 仪 。 这 个 仪器 的 实际 操作 是 
在 Al 处 装 一 个 标记 用 铅笔 ,使 其 沿 希 望 测量 的 面积 的 图 形 边界 移动 
一 周 , 然 后 读 出 轮子 转 过 的 角 几 从 而 求 得 被 包围 的 面积 为 玉 = 人 
Py。 仪器 的 常数 1，p 可 以 通过 测量 已 知 面积 例如 单位 正方 形 而 求 得 。 


图 10. 22 图 10. 23 
这 里 向 你 们 介绍 一 个 极 性 求 积 仪 的 图 形 ( 图 10. 23)。 当 然 ,你 
们 必须 亲自 去 看 一 下 ,如 果 想 完全 了 解 它 , 最 好 去 用 一 用 。 自 然 ,如 
果 要 使 仪器 可 靠 地 运行 ,制作 方式 必须 比 理论 讨论 中 所 说 的 要 稍 复 
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杂 。 在 这 一 方面 ,我 还 想 多 说 几 句 。 点 M 用 一 个 重 物 带 着 ,并 用 一 
个 杆 与 A; 连接 起 来 。 我 们 谈 到 过 的 ,在 理论 上 有 重要 意义 的 棒 
轴 的 理想 延长 线 , 它 与 杆 平行 ,并 通过 移动 的 铅笔 点 A1。 这 个 尖 点 ， 
用 一 个 平行 的 钝 的 木 钉 带 着 , 使 点 A; 不 致 把 纸 撕 坏 。 轮 子 上 带 有 
一 个 可 读 到 好 几 位 数 的 游标 尺 和 一 个 记录 圈 数 的 计数 器 。 

我 不 绸 详 谈 了 ,只 想 提出 一 个 一 般 的 警告 : 为 了 说 明 某 一 理论 而 考 
虑 这 类 仪器 时 ,不 可 忽略 它们 的 实用 情况 。 纯 数学 家 常 稼 容易 忽略 这 一 
面 ,正好 像 只 埋头 于 制作 仪器 而 对 理论 没有 兴趣 的 机 械 师 走 另 一 极端 一 
样 ,都 是 片面 的 。 应 用 数学 应 该 把 两 者 结合 起 来 。 特 别 是 应 该 考虑 到 ， 
理论 原则 在 仪器 上 是 绝 不 能 严格 实现 的 ,如 仪 帮 的 连接 处 总 有 一 些 松 
动 ,轮子 转动 时 总 会 有 些 滑 动 ,画图 纸 不 会 是 一 个 均匀 平面 , 且 铅 笔 不 可 
能 绝对 沿 曲线 移动 。 误 差 多 大 是 严重 的 ,轮子 读数 的 多 少 是 可 靠 的 等 
等 ,当然 是 实用 中 的 重要 问题 。 研 究 这 些 问题 是 应 用 数学 的 领域 。 

谈 到 上 面 讲 的 图 形 ,我 要 说 一 说 这 些 讲座 同 以 前 两 个 题目 相似 
的 谍 程 的 相对 地 位 。 那 两 个 谋 程 同样 是 油印 的 ,名 为 :《 微 积分 在 几 
何 上 的 应 用 : 原理 的 修正 )(SS，1901 年 ,C。H， 织 勒 (C. H. 
Miiller) ,整理 ) ,以 及 《高 等 几何 导论 ) 名 (WS,1892 一 1893 年 及 SS， 
1893 年 , 席 林 (Schilling) 夫 人 整理 )。 在 第 一 个 课程 中 ,突出 了 刚刚 提 
到 的 抽象 几何 和 实用 几何 之 间 的 区 别 , 实 际 上 已 对 安 姆 斯 拉 极 性 求 积 
仪 误差 之 根源 进行 了 集体 研讨 。 但 在 第 二 个 课程 中 ,我 比较 彻底 地 发 
展 了 抽象 几何 的 理论 ,以 满足 想 要 以 今天 的 研究 精神 在 这 个 领域 进行 
独立 探讨 的 专家 的 需要 。 在 现在 这 个 课程 中 ,我 想 做 第 三 件 事 : 阐明 
初等 几何 理论 , 即 未 来 的 每 一 名 教师 无 疑 都 应 了 解 的 那些 东西 ,特别 
是 对 于 物理 及 力学 应 用 具有 基本 意义 的 内 容 。 属 于 前 面 提 到 的 前 两 


中 新 印 本 ,莱比锡 ,1907 年 (将 于 此 书本 版 第 3 卷 出 版 后 不 久 出 版 ) 。 
@ ”分 两 部 分 。 新 印 本 ,莱比锡 ,1907 年 ( 原 书 已 售 缺 ,关于 新 版 的 计划 , 见 第 1 卷 
序言 )。 
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个 领域 的 内 容 , 在 这 个 课程 中 只 能 偶尔 提 到 。 
现在 回 到 关于 面积 与 体积 的 一 般 考 虑 上 来 。 我 先 提 一 段 历史 。 
我 想 提 到 第 一 个 在 几何 学 上 坚持 使 用 符号 原则 的 人 一 一 莱比锡 的 伟 
大 数学 家 莫 比 乌 斯 。1827 年 ,他 写 了 一 本 书 , 书 名 为 《重心 的 计 
算 )》。 这 是 新 几何 学 的 一 本 奠基 作 , 因 下 述 与 重心 有 关 的 考虑 而 得 
名 o 设 在 平面 3 个 固定 点 Oi, O,, OO; 上 放 有 质量 M1 ， 7722 ， 13 ,它们 
如 同 电 荷 一 样 ,可 以 是 正 , 也 可 以 是 负 。 于 是 重心 P 被 唯一 确定 ,我 
们 可 以 通过 改变 mr ，mz，ms 而 使 它们 取 


Os(m3) 
。 得 平面 上 的 任何 位 置 (图 10. 24) 。 现 在 ,3 
， 个 质量 被 当 作 P 的 坐标 ,使 得 P 只 依赖 
a i 于 这 些 量 之 比 。 这 就 是 把 现在 所 谓 三 线 


坐标 引入 几何 的 第 一 个 例子 。 在 那 本 书 
| 里 , 莫 比 乌 斯 把 符号 原则 应 用 于 确定 三 角 
形 的 面积 和 四 面体 的 体积 ,并 给 出 了 我 们 所 述 的 定义 。 我 还 要 说 及 ， 
1858 年 , 莫 比 乌 斯 已 是 一 个 老年 人 了 ,他 又 推广 了 这 些 结果 ,成 为 一 
个 影响 深远 的 新 发 现 ,不 过 这 个 发 现 直 到 1865 年 才 以 “ 论 多 面体 体 
积 的 确定 ”@ 为 题 第 一 次 发 表 。 在 这 篇 论文 里 ,他 证 明了 存在 着 不 能 
用 任何 方法 指定 其 体积 的 多 面体 。 而 如 我 们 早先 看 到 的 ,以 任何 复 
杂 的 方法 相交 的 平面 多 边 形 ,其 面积 丝 可 确定 。 
请 从 前 面 建立 的 四 面体 体积 公式 
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DD 莱比锡 ,1827 年 ,或 参阅 其 《著作 选集 》, 第 1 卷 , 第 633 页 ,莱比锡 ,1885 年 。 

@ Berichte iiber die Verhand lungen der Koniglich Sichsischen Gesell schaft der 
Wissenschaften (Mathematischphysikalische Klasse) ,第 17 卷 (1865 年 ) ,第 31 页 ,或 其 《 著 
作 选 集 ), 第 2 卷 ,第 473 页 ,莱比锡 ,1886 年 。 
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出 发 。 如 果 按 最 后 一 列 代 数 余 子 式 展 开 这 个 行列 式 , 其 结果 和 早先 
在 三 角形 的 情形 下 所 看 到 的 一 样 , 使 一 个 四 面体 分 解 为 4 个 四 面体 ， 
它们 以 原点 为 公共 顶点 , 而 以 原 四 面体 的 各 个 面 为 各 自 的 底 。 按 行 
列 式 理 论 里 的 符号 规则 ,如 果 取 循 环 次 序 为 1，2，3，4, 则 得 公式 


(13 2 人 4) 一 《0， 2 二 4) 一 (0， 3 4， 1) 
加 


在 三 角形 中 只 出 现 加 号 而 这 里 却 出 现 减 号 的 理由 ,是 在 循环 交换 
的 情况 下 , 偶 阶 行列 式 改 变 符 号 而 奇 阶 行列 式 不 变 。 当 然 通 过 适 
当 交 换行 数 ,可 以 避免 减 号 ,但 这 样 就 必须 放弃 循环 次 序 。 例 如 可 
写成 
(1 2 Bd 0 Dd dy (0 dr dl) 
十 (0,，4，1，2) 十 (0，2,，1，3)。 


为 了 理解 这 里 出 现 的 规律 ,设想 四 面体 的 
各 面 由 纸 做 成 ,并 折 平 放 在 平面 (2，3， 3 


4) 上 ,顶点 1 则 占 3 个 不 同位 置 (图 AS 
10. 25) ,于 是 ,在 最 后 一 个 公式 中 ,3 个 面 4 2 
中 每 一 个 面 的 3 个 顶点 ,如 图 所 示 , 对 应 er 
于 逆 时 针 方 癌 绕 所 有 三 角形 环行 。 

当然 ,不 把 各 个 面 折 平 ,对 这 个 图 形 
也 能 得 到 同样 的 结果 。6 条 棱 边 中 每 一 
条 棱 边 对 应 于 两 个 面 ,显然 , 当 沿 所 有 三 角形 按 所 示 的 顺序 环行 时 ， 
每 条 边沿 相反 方向 各 经 历 一 次 。 按 莫 比 乌 斯 所 谓 的 这 种 校 边 规律 ， 
显然 只 要 对 一 个 面 三 角形 任意 选 定 一 个 环行 方向 , 则 所 有 面 三 角形 
均 有 确定 的 环行 方向 。 现 在 公式 为 : 一 个 四 面体 (1，2，3，4) 可 以 
看 做 是 4 个 具有 公共 顶点 的 四 面体 之 和 ,只 要 对 一 个 三 角形 (2，3， 


人选 定 环行 方向 之 后 , 按 莫 比 乌 斯 棱 边 规律 来 选择 其 他 面 的 环行 
方向 。 


图 10. 25 
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和 前 面 把 多 边 形 分 解 为 三 角形 并 推广 三 角形 公式 ,以 确定 任意 

三 角形 的 面积 公式 一 样 ,现在 ,将 设法 通过 刚才 得 到 的 结果 以 确定 一 

个 任意 多 面体 的 体积 。 然 而 ,在 现在 的 情况 下 ,不 仅 应 允许 多 面体 各 

单个 多 边 形 面 的 边 与 其 他 边 相 交 , 还 必须 允许 各 个 面 以 任意 方式 相 

截 。 现 在 选择 一 个 任意 辅助 点 O。 作 为 第 一 步 ,确定 以 O 为 顶点 、 
以 多 面体 各 多 边 形 面 之 一 为 底面 的 棱锥 的 体积 。 

为 此 , 首先 对 底 选 好 方向 (图 

1 10. 26) ,假设 取 多 面体 的 面 为 (1，2，3， 

4，5，6)。 按 前 面 方法 ,这 个 多 边 形 有 

6 确定 的 面积 , 令 棱 锥 的 体积 像 在 初等 几 


5 何 中 那样 等 于 去 的 底 乘 高 ,并 从 点 O 看 


(1,，2, 3, 4, 5, 6) 的 环行 方向 是 逆 时 针 
S00 方向 或 顺 时 针 方向 而 加 上 正 号 或 负 号 。 

很 容易 看 到 ,这 个 定义 把 原先 关于 四 面体 体积 的 定义 作为 特例 而 包 
含 在 内 。 而 且 , 如 果 用 组 成 多 边 形 的 三 角形 代替 该 多 边 形 , 并 按 其 环 
行 方向 使 各 三 角形 面积 之 和 为 多 边 形 面 积 。 然 后 定义 棱锥 的 体积 ; 
以 这 些 三 角形 为 底 的 四 面体 体积 之 和 , 则 又 可 以 从 四 面体 体积 这 个 
特例 推出 本 定义 。 

为 了 在 一 般 的 意义 上 把 多 面体 表示 为 各 部 分 四 面体 之 和 ,必须 
对 其 每 一 个 面 指定 一 个 确定 的 环行 方向 , 且 必 须 遵循 前 面 所 说 的 楼 
边 规律 来 做 这 种 选择 ; 对 一 个 面 任 选 一 个 环行 方向 ,然后 在 保持 两 
个 相 邻 面 的 公共 边沿 相反 方向 各 环行 一 次 的 情况 下 指定 环行 方向 。 
如 果 整 个 多 面体 的 面 都 可 以 这 样 环 行 而 无 矛盾 的 话 , 则 多 面体 的 体 
积 可 确定 为 : 以 任 一 点 O 为 公共 顶点 ,以 按 指定 方向 环行 的 多 面体 
的 面 作为 底 的 各 多 棱锥 体 体积 之 和 。 不 难看 到 ,这 个 定义 是 唯一 的 ， 
目 与 点 O 的 位 置 无 关 。 

但 十 分 值得 注意 的 是 ,这 个 棱 边 规律 并 非 适 用 于 每 一 个 封闭 多 
面体 的 面 而 无 矛盾 , 即 存在 着 无 法 指定 环行 方向 的 多 面体 ,因而 不 能 


第 十 章 ”作为 相对 量 的 线段 .面积 与 体积 。21 . 


指定 其 体积 。 这 就 是 莫 比 乌 斯 于 1865 年 所 发 表 的 论文 中 的 伟大 发 
现 。 他 在 那 篇 论文 里 讨论 了 后 来 被 称 为 莫 比 乌 斯 带 的 面 。 这 个 面 用 
一 张 细 长 的 矩形 纸 A; B,A, B;( 图 10. 27) 组 成 ,在 扭转 半 圈 后 把 两 端 
合并 在 一 起 ,使 Ai 与 A;, Bi 与 B; 重合 。 显 然 , 这 样 就 将 纸 条 的 前 后 
面 连通 起 来 ,使 这 个 面具 有 一 侧 。 可 以 把 它 描述 如 下 : 想 油污 这 条 带 
子 的 油漆 工会 发 现 , 需 用 的 油漆 ， 


为 他 从 带子 长 度 预 计 所 要 用 油漆 P= = 
的 两 倍 , 因为 油漆 完 带 子 的 长 度 Bp Ah, 
后 ,他 会 发 现 到 了 出 发 点 的 反 侧 ， ee 


只 好 再 环绕 一 次 ,以 到 达 出 发 点 。 

我 们 可 以 把 这 条 纸 带 分 成 几 个 三 角形 并 沿 其 边 折 起 ,建立 一 个 
各 平面 部 分 具有 同样 性 质 的 多 面体 表面 (不 封闭 ) 。 对 这 样 得 到 的 三 
角形 带 , 棱 边 规律 不 适用 。 至 少 需要 5 个 三 角形 ,并 按 图 10. 28 那样 


4 2 S 
0 
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图 10. 28 


安排 ,其 中 右 和 左 的 两 半 三 角形 在 折 的 过 程 中 形成 一 个 三 角形 
(4,，5, 1)。 这 里 如 果 选 (1 ,2,3) 为 正 的 绕 行 方 向 ,并 按 棱 边 规律 向 
左 延 续 , 则 顺序 得 到 方向 (3, 2, 4), (3, 4, 5), (5, 4, 1), (5, 1， 
2) ,于 是 边 12 最 终 按 与 (1 ,2, 3) 的 相同 方向 环行 ,这 与 棱 边 规律 矛 
盾 。 从 上 面 来 看 ,这 个 折 起 来 的 条 带 , 呈现 为 一 个 以 5 条 边 13，35， 
52, 24, 41 为 对 角 线 的 五 角形 ,如 图 10. 29 所 示 。 莫 比 乌 斯 用 这 个 
三 角形 组 成 的 带子 构成 一 个 封闭 的 多 面体 。 他 的 方法 是 : 在 五 边 形 
中 间 的 上 方 ,适当 地 选 一 任意 空间 点 O, 以 此 为 公共 顶点 ,用 带 有 这 
个 公共 顶点 的 几 个 三 角形 ,把 多 面体 的 自由 楼 边 (5 条 对 角 线 ?连接 
起 来 。 换 句 话 说 ,这 是 一 个 具有 相 截 表面 的 五 侧 棱锥 体 。 当 然 , 对 这 
个 具有 10 个 三 角形 面 的 封闭 多 面体 ,也 不 可 能 应 用 棱 边 规律 ,所 以 
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无 法 谈 及 它 的 体积 呈 。 


Sein 
2 


图 10. 29 图 10. 29 


从 八 面体 ABCDEF( 图 10. 30) 出 发 ,用 下 面 的 方法 可 以 很 容易 
地 得 到 另 一 个 构造 简单 而 封闭 的 单 侧 多 面体 。 从 八 面体 内 选 4 个 不 
相 邻 的 面 ,相互 有 一 个 公共 顶点 而 无 公共 边 , 例 如 AED，EBC， 
CFD, ABF 和 3 个 对 角 平 面 ABCD，EBFD，AECF。 这 样 构成 的 
七 面体 2 与 八 面体 有 相同 的 棱 边 ,因为 在 后 者 的 每 条 棱 边 中 ,七 面体 
的 两 个 相 邻 面 相遇 ( 即 八 面体 的 一 个 面 和 一 个 对 角 面 )。 八 面体 的 各 
对 角 线 不 能 成 为 此 七 面体 的 校 边 , 因 为 各 对 角 平 面 不 相 储 。 对 角 线 
AC、BD、EF 是 七 面体 的 面相 截 的 线 。 可 用 校 边 规律 证 明 这 个 七 
面体 的 单 侧 性 。 如 果 我 们 依次 取出 面 AED, EDFB, ECB, ABCD， 
对 第 一 个 面 指定 环行 方 回 ,并 按 校 边 规律 确定 其 他 面 的 方 回 ,最 后 看 
到 AD 按 相同 方 占 走 过 两 次 。 

这 里 就 结束 以 数 作为 容量 测度 的 讨论 ,而 转 到 其 他 初等 几何 量 
的 处 理 , 正 好 像 我 们 在 前 面 一 直 以 英 比 乌 斯 的 思想 为 指导 一 样 ,后 面 


QD 参阅 我 的 文章 ;“Ueber Selbstspannung ebener Diagramme”《 数 学 年 刊 》, 第 67 
卷 ,第 438 页 。 请 比较 那 篇 文章 中 提 到 的 这 种 单 侧 多 面体 在 作 图 中 的 应 用 。 也 可 参阅 我 
的 《数学 著作 集 》, 第 2 卷 ,第 629 页 ,柏林 ,1922 年 。 

@ C. 菜 因 险 特 (C.， Reinhardt) 第 一 个 在 文献 中 提 到, 见 “Zu Mobius: 
Polyederthorie, Verbandlungen der Kséniglich Séchsischen (Gesellschaft der 
Wissenschaften”(Mathe matisch-physikalische klasse) ,第 37 卷 ,1885 年 。 
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我 们 将 追随 什 切 青 的 伟大 几何 学 家 海 曼 ， 格 拉 斯 曼 (Hermann 
Grassmann) 山 在 1844 年 发 表 的 Lineale Ausdehnungslehre(《 延 拓 理 
论 力 中 所 建立 的 思想 。 这 本 书 像 莫 比 乌 斯 的 那 本 书 一 样 具 有 丰 蜗 的 
思想 ,但 与 莫 的 写作 风格 不 同 ,非常 星 深 ,以 至 几 十 年 未 被 人 注意 ,也 
没有 被 人 读 懂 。 只 是 在 其 他 书 和 文章 中 出 现 了 一 系列 类 似 的 思想 之 
后 , 才 认识 到 这 些 思想 出 自 格拉 斯 曼 的 书 ,不 过 为 时 已 晚 。 如 有 果 你 想 
领略 一 下 这 种 抽象 的 笔法 ,你 只 要 看 一 下 这 本 书 里 的 某 几 章 的 标题 ， 
如 :“ 纯 数学 之 概念 之 导出 ”“ 延 拓 理 论 之 推导 ”“ 延 拓 理 论 之 叙述 ”、 
“表示 之 形式 ” "一般 形式 理论 之 概述 ”。 你 只 有 费劲 地 销 通 了 这 些 
内 容 之 后 才 接 触 到 所 述 内 容 的 纯 抽 象 的 表示 ,不 过 仍然 很 难 读 懂 。 
直到 1862 年 该 书 出 版 了 后 期 的 修订 本 %, 格 拉 斯 曼 才 用 了 一 种 比较 
容易 接受 的 表示 法 , 即 坐 标 表示 法 。 此 外 ,格拉 斯 曼 选 了 一 个 词 一 一 
Ausdehnungslehre( 延 拓 论 ), 用 以 暗示 他 的 研究 可 应 用 于 任意 维 空 
间 , 而 几何 学 对 他 而 言 只 不 过 是 这 个 完全 抽象 的 新 学 科 在 普通 三 维 
空间 中 的 应 用 。 但 是 他 造 的 这 个 新 词 并 没有 生根 ,人 们 现今 简称 为 
“n 维 几何 学 ”。 

现在 让 我 们 利用 我 们 所 邵 悉 的 解析 坐标 以 了 解 格拉 斯 曼 的 概 
念 。 我 们 首先 以 平面 几何 为 限 ,用 “格拉 斯 曼 原 理 ” 作 为 下 一 章 的 
标题 。 


@ 海曙， 格拉 斯 曼 ,《 延 拓 理 论 》 出 版 于 1844 年 莱比锡 。 并 可 参阅 其 Gesammelite 
mathematische und physikalische Werke ,第 1 卷 ,莱比锡 ,1894 年 ,第 二 版 出 版 于 1898 年 
莱比锡 。 

@ 柏林 ,1862 年 。 见 其 著作 集 第 1 卷 第 二 部 分 ,莱比锡 ,1896 年 。 


第 十 一 章 
平面 上 的 格拉 斯 曼 行 列 式 原理 


让 我 们 回忆 一 下 前 一 章 的 基本 解释 。 在 前 一 章 里 ,用 3 个 点 的 
坐标 建立 起 行列 式 
Tl V1 ] 
2 .V2 ] 9 


Za 3》 1 


并 把 它 解 释 为 三 角形 面积 的 两 倍 , 即 平行 四 边 形 的 面积 。 现 在 请 再 
考虑 分 别 由 两 点 和 一 点 构成 的 形 


” yi 


过 2 YY? 


] 
或 (a 1 1 ) ， 


并 称 之 为 矩阵 。 每 一 个 这 样 的 矩阵 ,代表 着 从 中 分 别 删 去 一 列 或 两 
列 可 得 到 的 行列 式 的 总 体 。 从 第 一 个 矩阵 , 删 去 第 一 列 ,然后 删 去 第 
二 列 ,可 得 两 个 二 阶 行列 式 

站 X= Xl 一 Zz， 


删 去 第 三 列 , 则 得 到 行列 式 NN = ziyz 一 X21 这样 选 择 符号 ,是 为 使 
它 也 适用 于 空间 几何 。 我 们 必然 会 问 : 从 3 个 行列 式 立 ,，Y, NN 所 
确定 的 几何 图 形 是 什么 样 的 ? 我 们 将 把 这 个 图 形 看 做 是 和 三 角形 面 
积 同样 合理 的 一 个 新 的 初等 几何 量 。 从 第 二 个 一 行 矩 阵 中 ,除数 1 
以 外 ,得 到 一 行 行列 式 , 即 坐标 (zi，y ) 本 号。 由 此 确定 以 这 些 坐 标 
作为 最 简单 的 基本 量 的 点 ,这 些 坐 标 不 需要 进一步 研究 。 

如 果 对 格拉 斯 曼 原理 作出 一 般 的 说 明 , 就 可 以 理解 : 在 平面 上 
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或 在 空间 中 ,我 们 考虑 所 有 行 数 少 于 列 数 的 矩阵 ,其 中 各 行 由 一 个 点 
的 坐标 和 1 组 成 。 我 们 问 , 从 这 些 和 矩阵 中 删除 适当 的 列 而 得 到 的 行 
列 式 所 确定 的 几何 量 是 什么 ? 

在 这 个 由 点 任意 地 建立 起 来 的 原则 里 ,我 们 最 终 会 认识 到 ,将 自 
然而 然 地 把 许多 思想 推广 开 来 ,波及 整个 几何 系统 ,逐渐 地 表现 出 它 
是 认识 一 大 堆 初 等 几何 量 的 有 用 的 指导 原则 。 

还 是 回 到 具体 问题 上 : 如 果 知 道行 列 式 X, YY 和 六 ,在 两 点 1 和 
2 的 图 形 ( 图 11. 1) 中 又 包含 着 什么 ? 显然 ,在 两 个 点 的 位 置 上 ,仍然 
存在 一 个 自由 度 , 因 为 要 用 4 个 量 
才能 固定 它们 。 我 要 断言 , 当 且 仅 
当 1 和 2 分 别 是 一 条 具有 确定 长 度 
和 方向 并 在 一 条 确定 的 直线 上 自由 
移动 的 线段 的 终点 和 起 点 时 ,我 们 
会 得 到 同样 的 3 个 值 X, Y, N。 从 


这 里 起 ,我 们 想象 箭头 从 起 点 2 指 
四 终点 1 。 
从 方程 
WA 
二 
Zz yy | 


可 以 写成 形式 Y.z 一 X.y 十 六 =0, 即 可 推 知 连接 点 1 和 点 2 的 线 
由 行列 式 X, Y 和 N 确定。 由 此 可 以 看 出 ,只 要 比例 X:Y:N 知 
道 了 ,这 条 线 也 就 确定 了 。 

进一步 ,根据 早先 对 线段 的 长 度 和 三 角形 面积 的 考虑 ,X,，Y 分 
别 表示 具有 从 点 2 指 回 点 1 的 方向 的 线段 在 工 轴 和 >y 轴 上 的 投影 ， 
而 NN 则 表示 三 角形 (0, 1，2) 取 (0，1，2) 的 环行 方向 时 的 面积 的 两 
倍 。 显 然 设 点 1，2 的 位 置 改变 , 而 保持 X,Y, N 不 变 , 这 只 能 是 线 
段 (1，2) 沿 着 所 在 直线 移动 并 保持 其 方向 和 长 度 不 变 。 这 样 就 证 明 
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了 我 的 论断 。 格 拉 斯 曼 称 这 种 有 确定 长 度 与 方向 ,并 位 于 一 确定 直 
线 上 的 线段 为 一 个 定 问 线段 ,今天 更 常用 矢量 这 个 名 称 。 如 果 一 个 
线段 在 保持 其 长 度 和 方向 的 前 提 下 人 允许 平行 移动 ,其 至 离开 本 里 所 
在 直线 , 则 我 们 称 之 为 天 量 或 日 由 矢量 。 由 矩阵 

Xx! y 1 

因 区 2 
或 由 行列 式 X, Y, NN 确定 的 滑动 天 量 , 是 我 们 按 格拉 斯 曼 原理 所 考 
虑 的 第 一 个 初等 几何 图 形 。 | 

我 马上 要 指出 , 量 XX 和 YY 本 和 映 确 定 一 个 自由 矢量 ,因为 线段 朝 
直线 外 平行 移动 而 不 改变 它们 。 类 似 地 ,比例 X : Y : NN 等 价 于 两 
个 量 ,只 确定 无 限 长 的 直线 而 不 确定 其 上 的 一 个 线段 的 长 度 。 因 此 ， 
这 种 上 自由 矢量 和 无 限 直 线 是 我 们 在 这 里 遇 到 的 辅助 图 形 。 辅 助 图 形 
的 推导 原理 将 在 后 面 讨论 。 

这 些 概念 在 初等 静 力 学 所 研究 的 力学 中 起 到 十 分 重要 的 作用 。 
传统 上 ,它们 在 静 力 学 中 是 自然 地 提出 来 的 。 只 要 是 在 平面 内 进行 
运算 ,我们 就 只 涉及 平面 刚体 系统 静 力 学 。 对 于 几何 处 理 来 说 ,可 以 
把 定向 线段 当 作 与 作用 于 此 系统 的 力 完全 等 价 , 由 于 物体 的 刚性 , 作 

用 点 可 在 作用 力 的 方向 上 任意 移动 。 提 力 


] 
ee 一 条 强 挫 在 点 2 
一 个 给 定 的 拉力 大 小 由 线段 12 来 测量 
11. 2) 。 根 据 我 的 回忆 ,在 划 力 学 书 中 


图 11. 2 总 有 一 幅 手 拉 绳 子 的 插图 ,这 种 生动 的 思 

想 方 法 与 抽象 的 现代 表示 方法 成 为 一 个 鲜 

明 的 对 照 。 有 向 线段 的 坐标 (X, Y，N) 的 前 两 个 , 称 为 力 的 分 量 ， 
而 NN 为 绕 点 O 旋转 的 力矩 。 因 为 从 直线 方程 可 知 ,从 点 O 到 直线 


@ ”例如 瓦 里 农 (Varignon) 的 表 :， Nouvelle Mécanique ou Statique ,巴黎 ,1775 年 。 
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N 本 
重 线 长 为 户 = -六 一, 因而 N 实际 上 是 距离 p 与 线段 的 长 8 
的 还 线 长 为 p 一 于 实际 上 是 距离 p 与 线段 的 长 即 


力 的 大 小 Vr? 十 x 的 乘积 。 我 们 可 以 将 这 3 个 量 一 起 作为 力 的 坐 
标 。 解 析 定 义 在 每 一 种 情况 下 都 可 以 对 这 些 量 给 出 非常 确定 的 符号 
(这 是 特别 重要 的 ) ,就 像 以 前 几何 解释 一 样 。 事 实 上 ,必须 指出 ,为 
了 保持 公式 的 对 称 性 ,这 里 所 用 的 方法 与 力学 中 确定 力矩 符 导 的 习 
惯 方法 有 所 不 同 。 习 惯 上 是 用 起 点 2 的 坐标 和 自由 矢量 的 两 个 坐标 
(X,，Y) 的 行列 式 


2  y2 之 2 2 


YY X11 X22 VV 


这 显然 与 我 们 的 NN 数值 相等 而 符号 相反 。 但 这 个 小 差异 ,只 要 知道 
了 是 不 会 造成 混乱 的 。 

刚体 力学 的 第 一 个 问题 是 求 任意 力 (Zi, yi, 2) (ly 2 
n) 系统 的 合力 。 合 力 的 解析 表示 式 为 具有 坐标 


后 


的 滑动 矢量 。 对 这 个 问题 的 几何 解 ,在 图 解 静 力学 中 提出 了 一 些 漂 
这 的 方法 。 对 两 个 力 ,干脆 用 著名 的 平行 四 边 形 法 则 。 对 nn 二 2 的 
情形 , 则 必须 涉及 力 的 多 边 形 。 一 般 来 说 ,我 们 会 找到 一 个 唯一 的 滑 
动 矢 量 作 为 任意 力 系 的 合力 。 然 而 却 存在 例外 ,例如 两 个 大 小 相等 、 
方 铝 相反 的 ,在 不 同 直 线 上 的 平行 力 (X, Y, Ni1) 和 (一 X, 一 Y， 
Ni) (Ni 关 Ni) 组 成 的 系统 ,合力 具有 分 量 (0, 0, Ni 十 N;), 显然 
它 不 能 作为 天 量 的 坐标 。 初 等 的 表示 法 对 这 种 现象 是 无 能 为 力 的 ， 
而 必须 把 这 种 总 是 将 定理 的 简单 性 和 一 般 性 打 乱 的 不 可 化 简 的 量 考 
虑 在 内 , 称 之 为 力 偶 。 但 如 果 把 我 们 原先 的 公式 形式 地 应 用 于 矢量 
(0, 0，Ni 十 Na), 令 V0 十 0 = 0 作为 合力 的 大 小 ,而 


和 
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作为 它 到 原点 的 距离 ,就 可 以 很 容易 地 把 这 些 明显 的 例外 纳入 我 们 
的 系统 。 因 此 ,如 果 在 通常 力 的 情况 下 , 令 其 到 原点 的 距离 p 逐渐 
趋向 无 穷 ,而 令 其 大 小 Vr? 十 趋向 于 0, 使 得 表示 转动 力矩 的 
pV’ 十 保持 不 变 ,那么 分 量 就 正好 取 了 这 种 例外 的 值 。 所 以 ,可 
以 把 力 偶 的 合力 (0, 0, Ni 十 N;) 看 成 是 具有 有 限 转动 力矩 的 一 个 
无 穷 小 但 无 穷 远 的 力 。 这 种 假想 的 说 法 是 促进 科学 的 十 分 方便 而 有 
用 的 说 法 ,也 完全 符合 几何 中 无 穷 远 元 素 的 传统 介绍 法 。 不 管 怎样 ， 
可 以 在 力 的 概念 引申 的 基础 上 ,阐明 这 样 一 个 极为 一 般 的 几何 定理 . 
在 任何 情况 下 ,作用 在 平面 上 的 任意 一 个 力 都 具有 一 个 合力 。 而 按 
初等 表示 法 ,始终 必须 引出 力 偶 的 概念 。 

现在 要 研究 我 们 的 基本 量 在 直角 坐标 变换 下 的 情况 , 以 结束 我 
们 的 讨论 。 这 将 为 格拉 斯 曼 系统 的 具体 应 用 提供 一 个 有 价值 的 分 类 
原则 。 

坐标 变换 公式 , 即 在 直角 坐标 系 的 4 个 基本 变换 下 ,用 点 的 原来 
坐标 (zx，y) 表 示 点 对 新 坐标 系 的 坐标 (x ，y ) ,其 公式 分 别 为 

(1) 平移 


1 二 工 十 a， CA) 
y 一 十 0; 
(2) 经 过 角 $ 的 旋转 
二 Ce (A,) 
y 一 一 Zsing 十 ycos®$; 
(3) 关于 工 轴 的 反射 
x 一 工 ， 
| , (A;,) 
>》 二 y; 


(4) 度量 单位 的 改变 
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Z = Ar, 
1 , (As) 
y 一 4y。 

如 果 对 所 有 参数 值 a, 6, $8, 4 将 这 4 种 变换 彼此 复合 起 来 ,就 
得 到 从 一 个 直角 坐标 系 到 为 一 个 同时 改变 了 单位 的 坐标 系 的 最 一 般 
变换 的 方程 组 。 所 有 可 能 平移 与 旋转 的 复合 ,对 应 于 坐标 系 在 平面 
内 普通 运动 的 总 和 。 这 些 变换 的 总 和 组 成 一 个 群 , 即 其 中 任何 两 个 
变换 的 复合 , 仍 为 该 总 和 中 的 一 个 变换 ,任何 变换 之 逆 也 是 如 此 。 能 
组 成 所 有 其 他 变换 的 特殊 变换 组 (A), 称 为 群 的 生成 元 素 。 

在 讨论 这 些 特 殊 变换 怎样 改变 我 们 的 行列 式 X, Y，N 之 前 ,将 
阐述 我 总 是 予以 强调 ,并 已 在 这 些 基 本 几何 讨论 中 予以 突出 的 两 个 
基本 原理 。 虽 然 这 些 原理 太一 般 了 ,起 初 有 些 难 懂 , 但 加 以 具体 说 明 
之 后 ,会 立刻 变 得 清楚 。 其 一 是 : 任何 图 像 的 几何 性 质 , 在 坐标 系 改 
变 的 情况 下 ,必须 能 用 不 变 的 公式 来 表达 , 即 当 图 形 的 所 有 点 同时 受 
我 们 的 变换 之 一 作用 时 ,公式 仍然 保持 不 变 。 反 之 ,任何 一 个 公式 ， 
如 果 在 这 些 坐 标 变 换 群 作用 下 仍 为 不 变 式 , 则 必然 表示 一 个 几何 性 
质 。 现 举 出 最 简单 的 .大 家 都 知道 的 例子 , 即 两 点 之 间 的 距离 和 两 直 
线 间 的 夹 角 。 下 面 几 页 中 ,我 将 不 得 不 一 再 涉及 这 些 公式 和 诸如 此 
类 的 很 多 公式 。 为 了 清楚 起 见 , 我 提出 一 个 非 不 变 式 的 小 例子 : 方 
程 y 王 0。 平面 上 满足 此 方程 的 点 (z，y) 位 于 工 轴 上 。 显 然 这 对 图 
形 性 质 是 完全 非 本 质 的 ,只 对 描述 图 形 有 用 。 类 似 地 ,每 一 个 非 不 变 
式 方程 所 表示 的 是 图 形 与 任意 附加 的 外 部 东西 所 产生 的 某 些 关系 ， 
特别 是 对 于 坐标 系 所 产生 的 某 些 关系 , 它 不 表示 图 形 的 任何 几何 
性 质 。 

第 二 个 原理 涉及 由 点 1，2, … 的 坐标 (如 我 们 的 X, Y 和 和 六) 组 
成 的 解析 量 系 统 。 如 果 在 坐标 变换 下 ,这 个 系统 具有 以 确定 方式 变 
换 成 自身 的 性 质 , 即 如 果 由 点 1，2，… 的 新 坐标 形成 的 量 的 系统 , 完 
全 由 旧 坐 标 以 同样 方法 形成 的 这 些 量 表达 出 来 ( 旧 坐 标 不 以 显 式 出 
现 ) ,那么 我 们 说 ,这 个 系统 确定 一 个 新 的 几何 图 形 , 即 一 种 与 坐标 无 
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关 的 结构 。 事 实 上 ,我 们 将 根据 它们 在 坐标 变换 下 的 特性 来 对 所 有 
解析 表达 式 分 类 ,并 把 以 同样 方式 变换 的 两 个 表达 式 系 列 看 成 是 几 
何 上 等 价 的 。 

现在 利用 格拉 斯 曼 基 本 量 所 提供 的 数据 ,把 这 些 弄 清楚 。 为 此 ， 
对 两 点 (zl，y)，(zz，2》 ) 进 行 同样 的 坐标 变换 。 

(1) 我 们 从 平移 Al 开始 


/ / 
Xl 二 Xl 十 4， Za 二 Xi 十 a， 


y! = yi 二 b, y2 = 十 上 b， 


比较 变换 前 后 的 矢量 坐标 : 


X=Xx— x， 地 一 人 一 多， 人 一 Ziy 一 Z2yl， 
xX’ 一 并 — x/， =y! — y2， 和 一 :ly — XZY1 
立即 推 知 
X’ 二 X， 
YY Ss (B,) 
N=N+oX—aY. 


用 完全 同样 的 方法 ,作为 变换 公式 ,我 们 得 到 
(2) 经 旋转 (A;) 后 
X’ = Xcos$ Ysing, 
Y = — Xsin$ -Ycos$, (B, ) 
N =N,. 


(3) 作 反 射 (A;) 后 
X 一 X， 
YY 一 一 了 ， (B;) 
N=—N, 


(4) 改变 单位 长 度 (Ai) 后 
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XxX’ 一 一 AX,， 
Y’ =AY, (Bi) 
N =AN, 


在 最 后 一 组 公式 (Bs ) 中 ,由 于 乘 数 因子 4 的 次 数 并 非 永远 相同 
而 使 式 子 有 差异 。 我 们 用 物理 学 上 的 因 次 概念 来 表述 这 个 差异 : X 
与 了 有 线性 因 次 1, N 有 面积 因 次 2。 

检查 这 4 组 公式 时 ,我 们 发 现 由 3 个 量 X, Y，N 确定 的 矢量 
(定向 线段 ) 是 真正 满足 我 们 的 几何 量 的 定义 。 新 坐标 X ， Y ，N 
完全 由 X, Y,N 来 表达 。 

如 果 自 始 至 终 只 注意 NN 不 出 现 的 前 两 个 方程 ,我 们 会 看 出 更 多 
的 情况 。 新 坐标 系 中 矢量 的 两 个 坐标 (X , Y ) 完 全 依赖 于 这 些 坐 标 
的 原来 值 ;特别 是 ,它们 在 平移 下 不 改变 , 且 在 其 他 情况 下 , (X,Y) 
对 (X , Y ) 的 关系 与 (Xx, y) 对 (x ，y ) 的 关系 完全 一 样 。 从 上 面 阐 
明 的 第 二 条 原则 来 看 ,我 们 可 以 说 ,两 个 坐标 X 与 Y 确定 一 个 与 坐 
标 系 无 关 的 几何 图 形 。 我 们 已 经 知道 ,这 就 是 自由 矢量 。 由 此 可 发 
现 , 前 面 所 说 的 系统 的 原则 ,导出 了 矢量 图 形 。 

下 面 的 讨论 是 在 同样 范围 内 进行 。 因 为 在 所 有 4 个 公式 组 里 ， 
X ,Y，N 都 是 作为 X,Y，N 的 线性 齐 次 函数 而 出 现 的 ,通过 方程 
相 除 ,我们 看 到 比 X : Y : N 只 依赖 于 比 X :Y : N。 因 此 ,这 些 
比 X : Y : N, 确 定 了 一 个 与 这 3 个 量 的 实际 值 无 关 的 .独立 于 坐标 
系 的 几何 图 形 。 我 们 已 经 看 到 ,这 个 几何 图 形 正 是 无 限 直线 。 

请 把 公式 组 (B) 应 用 于 一 个 力 偶 , 此 时 


4X Oy 0 
于 是 ,当然 有 

X00 YY. 0 
同时 在 4 组 情况 下 分 别 有 
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N 一 入 ， (C1) 
N =N, (Cz) 
N =—N, (C3 ) 
N' =XN, (CG) 


如 有 果 对 变换 群 作用 下 最 多 改变 一 个 因子 的 量 使 用 习惯 的 术语 一 一 不 
变量 ,如 果 根 据 这 个 因子 是 1 或 否 而 分 别称 之 为 绝对 不 变量 或 相对 
不 变量 , 则 可 将 公式 组 (C) 称 为 : 一 个 力 偶 的 旋转 矩 是 关于 平面 上 所 
有 直角 坐标 变换 的 相对 不 变量 。 

请 将 这 个 说 法 与 起 初 研究 过 的 基本 几何 量 一 一 三 角形 的 面 
积 一 一 在 坐标 变换 下 的 情况 
Xi Yi 1 
X, Y, 1 
Xs YY 1 


相 比 较 , 平 移 变 换 (Ai ) 不 改变 这 个 行列 式 ,因为 它 只 对 第 一 列 的 每 
个 元 素 增 加 a, 对 第 二 列 元 素 增加 6, 即 分 别 加 上 第 三 列 元 素 的 a 售 
与 5 倍 。 于 是 ,我 们 有 


A = (Di ) 
类 似 地 ,其 他 3 个 变换 产生 

A A (D;) 

4 = 一 A， (D;) 

A A (D;) 


所 有 这 些 都 可 以 从 三 角形 的 几何 意义 立即 推出 。 但 这 些 公 式 和 (C) 
组 完全 相同 : 三 角形 面积 ,从 而 任意 面积 (事实 上 总 可 以 表达 为 三 角 
形 之 和 ) 在 任意 坐标 变换 下 的 性 质 , 和 力 偶 的 旋转 力矩 的 性 质 完全 一 
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样 。 由 此 ,根据 第 二 原则 ,可 以 把 这 两 件 事 看 成 是 几何 上 等 价 的 ,并 
可 以 解释 如 下 : 如 下 在 平面 上 有 一 个 具有 旋转 力 窍 N 的 任意 力 偶 ， 
且 如 果 用 任何 方式 确定 一 个 面积 A = N 的 三 角形 , 则 在 所 有 坐标 变 
换 下 均 保持 此 等 式 。 也 就 是 说 ,能 用 三 角形 或 平行 四 边 形 或 任何 其 
他 平面 图 形 的 面积 来 表示 力 偶 的 旋转 力矩 而 与 坐标 系 无 关 。 这 种 几 
何 对 应 是 怎样 导出 的 ,以 后 研究 类 似 的 ,虽然 稍为 复杂 ,但 更 具有 尼 
发 性 的 空间 关系 时 就 会 明日 。 

下 面 就 结束 平面 几何 的 讨论 。 在 平面 几何 中 ,这 些 抽 象 的 道理 
几乎 简单 之 极 。 对 每 一 个 解析 公式 ,都 可 以 说 出 一 个 恰当 的 几何 意 
义 , 完 全 一 般 化 的 解析 思想 因而 自动 地 渗 人 几何 学 中 。 在 这 方面 , 必 
须 再 次 强调 一 个 关键 的 假设 : 对 几何 图 形 的 符号 ,应 加 上 适当 的 


规定 。 


第 十 二 章 
恪 拉 斯 受 空 间 原 理 


我 们 将 用 前 面 考虑 平面 时 所 用 的 方式 对 空间 作 相 应 的 研究 


此 ,我 们 从 点 1，2，3, 4 的 坐标 形成 的 矩阵 


(x1， 1， 之 ] 9 1)， 


| 


TX» YY» 2 1 


之 ] 2 YY 22 
ga | 
3 YY3 2 
xs 2 2 1 
4 JJ4 24 


出 发 。 第 一 个 矩阵 的 行列 式 代 表 点 自身 的 坐标 而 不 需 作 任何 考虑 。 


a 
A 


图 12.1 


第 四 个 矩阵 已 给 出 一 个 四 阶 行列 式 ， 
我 们 已 经 知道 ,是 四 面体 (1，2，3， 
4) 体 积 的 6 倍 ,将 其 称 之 为 空间 
块 ”以便 与 后 面 的 术语 一 致 。 而 且 ， 
可 以 把 它 干 脆 看 做 是 具有 楼 边 41， 
42，43 的 平行 六 面体 (图 12. 1) 的 体 
只 ,格拉 斯 曼 称 之 为 “ 品 体 ”。 


第 二 和 第 三 个 年 阵 提供 了 新 的 图 形 . 从 第 二 个 和 矩阵 删 去 两 列 后 


得 到 的 6 个 二 阶 行列 式 为 


人 Y= 2,， Z 一 zl 一 22， 


L = yz ~— YZ, M= zz; 一 zz? 工 1， N=Zziy; 一 Zooyin。 


类 似 地 ,第 三 个 矩阵 给 出 下 列 4 个 三 阶 行 列 式 


(1) 


第 十 二 章 ”格拉 斯 曼 空 间 原 理 。35 。 


Vi zi 1 zl Zi 1 
[=|y zz, 上 |， m =| Ls 由] 
ys3 za3 1 za ZX 1 Co 
Zl yy 1 Zl yi XI 
1 一 |Zz y lI|, B=—|zx; y 2 
Z3 3 1 TX3 ya 23 


首先 ,关于 6 个 行列 式 (1), 可 以 从 
相应 的 平面 讨论 中 推 知 ,X, Y，Z 是 连 
接 2 到 1 的 线段 在 各 坐标 轴 上 的 投影 ， 
而 上 ,M,N 是 三 角形 (0，1，2) 取 0， 
1, 2 方向 在 相应 坐标 平面 上 投射 的 面 
积 的 两 倍 ( 图 12. 2)。 把 线段 (1 ,2) 沿 
它 所 在 的 直线 保持 长 度 和 正 向 移动 时 ， 
所 有 这 些 显然 均 保持 不 变 。 它 们 表示 Pe 
所 谓 空间 有 向 线段 或 滑动 矢量 的 图 形 。 如 果 我 们 把 矢量 平行 地 移出 
其 所 在 直线 时 , 量 X, Y 和 ZZ 仍然 保持 不 变 ,因此 它们 确定 一 个 自由 矢 
量 。 类 似 地 , 当 有 向 线段 在 其 所 在 直线 上 任意 改变 其 长 度 或 正 向 时 ,6 
个 比 X:Y:Z: 工 :M:N 不 改变 ,因此 它们 确定 了 无 限 直 线 。 

4 个 行列 式 (2) 首 先 确定 了 3 个 点 1，2，3 的 平面 。 因 为 ,我 们 
可 以 写 方程 


N 
[De] 
~ 
[es 
| 
[B= 
一 天 二 瑚 


为 如 下 形式 
lt 十 my 二 nz 十 B= 二 0。 


因此 , 比 7: m : n: B 确定 无 限 平面 。 我 们 进一步 看 到 ,lL, m,n 是 
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边界 方向 取 为 1，2, 3 的 三 角形 (1,2, 3) 在 各 坐标 平面 上 投影 面积 
的 两 倍 ,而 B 是 四 面体 (0, 1, 2，3) 体 积 的 6 倍 , 其 符号 对 应 于 这 些 
顶点 的 顺序 。 现 在 ,当日 仅 当 三 角形 (1,，2,3) 在 它 所 在 平面 内 移动 
和 变形 而 其 面积 和 边界 方向 不 改变 时 ,上 述 4 个 量 显然 不 变 。 因 此 ， 
它们 确定 了 具有 移动 自由 度 的 一 个 三 角形 或 一 个 平面 区 域 ,格拉 斯 
曼 称 之 为 “平面 片 ? 或 一 个 “平面 量 值 ”。 当 我 们 移动 平行 于 本 身 的 三 
角形 平面 时 ,平面 片 的 前 3 个 坐标 1 m,n 也 仍然 不 变 。 于 是 ,就 面 
积 和 边界 方向 而 言 , 这 3 个 坐标 确定 了 在 平行 于 本 堵 的 空间 内 自由 
移动 的 一 个 三 角形 , 即 所 请 自由 平面 量 。 

如 果 现 在 回 过 来 仔细 看 一 下 有 向 线段 ,我 们 首先 发 现 ,在 空间 
中 , 它 被 5 个 参 变量 所 决定 ,因为 它 的 两 个 端点 一 共有 6 个 坐标 ,但 
一 个 问 点 可 沿 一 条 直线 移动 。 因 此 ,上 面 确定 的 有 了 向 线段 的 6 个 坐 
标 X,Y, Z, L, M 和 NN 不 可 能 彼此 独立 ,而 必须 满足 一 个 条 件 。 
我 们 可 以 从 行列 式 定理 (这 总 是 我 们 理论 的 关键 ) 来 推出 这 个 条 件 。 
请 考虑 行列 式 : 


由 于 两 行 元 素 完 全 相同 ,因而 恒 等 于 0。 将 行列 式 展开 成 上 两 行 和 
下 两 行 各 对 应 的 代数 余子 式 乘积 之 和 。 包 含 两 个 被 虚线 围 住 的 代数 
余子 式 的 第 一 个 被 加 项 正 是 六 。2Z ,而 整个 行列 式 为 

2N-:Z4+M.Y+L. X), (3) 
因而 得 到 任意 有 向 线段 的 6 个 坐标 所 必须 满足 的 等 式 X,. 工 十 Y。 
M 十 Z。N = 0。 借助 公式 (1) ,不 难 证 明 ,6 个 量 之 间 的 方程 (3) 足 以 
使 6 个 量 代 表 一 个 有 向 线段 的 坐标 。 我 不 需要 对 这 个 十 分 基本 的 问 
题 作 任何 讨论 。 
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现在 再 谈 一 谈 这 些 概念 在 力学 上 的 应 用 。 和 平面 上 的 情形 一 
样 ,现在 的 有 向 线段 代表 一 个 作用 于 空间 刚体 上 的 力 , 包 括 作 用 点 、 
大 小 和 方向 。 在 有 向 线段 的 6 个 坐标 中 , 称 X, Y，2Z 为 平行 于 坐标 
轴 的 分 力 , 而 L，M, N 是 围绕 这 些 轴 的 转 矩 ,其 所 选 方向 仍 与 力学 
中 常 取 的 方向 相反 。3 个 分 量 X, Y，Z 决定 了 力 的 大 小 和 方向 ,其 
方向 余弦 是 比 X:Y : Z。 我 们 得 到 的 力 是 平行 六 面体 的 对 角 线 ,其 
分 力 的 大 小 是 坐标 轴 上 的 线段 X, 了 Y，Z。 利 用 工 ，M，N 作出 同样 
的 对 角 线 ,我 们 得 到 一 个 确定 的 方向 , 称 为 合力 和 手 的 轴 的 方向 。 按 著 
名 的 空间 几何 的 公式 ,方程 (3) 表 示 力 的 方向 和 合力 矩 的 轴 的 方向 互 
相 垂直。 和 平面 上 的 情况 一 样 ,我 们 将 力 偶 作为 X= 王 了 Y=Z=0, 由 
于 L, M,，N 不 全 为 零 的 极限 情形 而 把 它 包 括 在 有 向 线段 的 概念 之 内 。 
简单 地 过 渡 到 极限, 即 表明 : 这 里 是 指 一 个 旋转 力矩 为 有 限 的 ,作用 于 
无 限 远 的 无 穷 小 力 。 初 等 理论 里 避免 这 种 表达 方式 ,而 认为 一 个 力 偶 
只 不 过 是 两 个 作用 在 不 同 平行 直线 上 的 ,大 小 相等 方向 相反 的 力 : 
(X,Y, Z, LL, M,N) 和 (一 ,一 Y,， 一 ZL,，M,，N;)。 它 们 
的 和 ,事实 上 就 给 出 刚才 假设 过 的 坐标 (0, 0, 0, Li 十 L;， Mi 十 M;， 
Ni 二 +N;)。 

现在 考虑 作用 在 一 个 刚体 上 的 任意 力 系 X;, Y;, 2Z;, Li，M;， 
NG=1，2，…，7) 的 合成 。 在 初等 教材 和 讲义 里 , 花 了 很 多 时 间 讲 
这 个 问题 ,而 这 里 却 能 迅速 加 以 处 理 ; 因 为 初等 讨论 中 不 考虑 符号 规 
则 ,只 有 不 厌 其 烦 地 考虑 各 个 具体 情况 ,而 我 们 有 了 人 解析 公式 ,就 觉 
得 多 此 一 举 了 。 合 成 的 基本 原则 是 ,我 们 求 出 和 


a M= SM, N= YN,, 
i=] i=] i=1] 


并 把 它们 作为 力 系 的 坐标 ,或 用 普 吕 克 的 话 , 作 为 动力 坐标 。 这 里 ， 
再 一 次 区 分 出 沿 坐 标 轴 的 3 个 分 量 和 围绕 坐标 轴 的 3 个 旋转 力矩 。 
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现在 ,这 个 力 系 一 般 将 不 是 一 个 单 力 ,因为 6 个 和 式 不 一 定 满足 单个 
有 回 线段 的 坐标 条 件 
S.A+H. M+Z.N= 0。 


这 是 在 空间 中 所 出 现 的 .与 平面 上 的 情形 相反 的 新 概念 , 即 一 个 作用 
于 刚体 的 力 系 不 一 定 能 简化 成 一 个 简单 的 力 。 

为 了 获得 一 个 力 系 的 具体 图 像 , 将 以 尽 可 能 简单 的 ,作为 尽 可 能 
少 的 几 个 力 的 合力 的 方式 加 以 表达 。 我 们 将 证 明 , 能 将 每 个 力 系 考 
请 为 一 个 单个 力 和 一 个 轴线 与 该 力 的 作用 线 ( 所 谓 力 系 的 中 心 轴 ) 平 
行 的 力 偶 的 合力 , 且 此 分 解 是 唯一 的 。 这 种 作用 于 刚体 的 力 的 合成 
理论 ,在 1804 年 出 版 并 已 一 版 再 版 的 普 昂 索 (Poinsot) 的 Elé6ments 
de statiqxed 中 有 经 典 的 表述 。 我 们 这 里 所 谈 的 ,实际 是 普 昂 索 的 
中 心 轴 。 普 昂 索 的 处 理 方法 是 初等 几何 方法 ,是 非常 复杂 的 ,现在 初 
等 数学 教学 中 仍然 如 此 。 

为 了 证 明 上 面 的 定理 ,我 们 要 指出 ,从 力 系 中 抽 去 一 个 力 偶 可 能 
产生 的 任何 单 力 , 必 须 具 有 以 号 , 互 和 2 作为 平行 于 坐标 轴 的 分 量 。 
因此 ,如 果 此 力 偶 的 转 矩 轴 平 行 于 中 心 轴 , 则 其 分 量 必然 与 扣 , 互 和 2 
成 比例 。 设 其 6 个 坐标 为 0, 0, 0, k 写 , k 日 , kZ, 其 中 & 为 待定 参量 。 
为 了 从 这 个 力 偶 求 得 我 们 的 系统 (CE 五 , Z, A，M,， NN) ,必须 把 系统 

号 , H, Z, A—kS, M—kH, N—kZ 
加 到 力 偶 上 。 如 果 能 确定 & 使 该 系统 成 为 一 个 单 力 ,此 定理 即 得 到 
证 明 。 对 此 的 必要 充分 条 件 是 坐标 满足 方程 (3), 即 
SES(A~—EkSE)+ HM— EH)+ZN— RkZ) 一 0。 
由 此 可 得 唯一 解 
SA 士 HM 二 ZN 
宇 十 再 十 2 


@ 第 12 版 ,J* 贝 特 兰 (J. Bertrand) 出 版 ,巴黎 ,1877 年 。 
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因为 我 们 假设 分 母 不 为 零 ,否则 我 们 处 理 的 是 一 个 力 偶 而 不 是 一 个 
真正 的 力 系 。 如 果 对 指定 被 普 吕 克 称 为 动力 参数 的 这 个 值 ,那么 
实际 上 就 是 把 这 个 力 系 分 解 成 了 一 个 力 偶 和 一 个 单 力 , 而 证 明 的 过 
程 已 表明 这 个 合成 是 唯一 的 。 

现在 的 问题 是 : 这 个 解 可 以 和 什么 几何 表示 联系 起 来 ? 这 些 研 
究 又 得 回溯 到 莫 比 乌 斯 1837 年 发 表 的 《更 力学 ) 一 书 了 2。 在 这 本 书 
里 ,他 问 到 所 谓 “ 零 轴 ”, 即 力 系 绕 它 的 转 矩 为 零 的 问题 。 他 称 所 有 这 
些 零 轴 的 系统 为 一 个 “ 零 系 统 ”。 这 个 术语 无 疑 是 大 家 所 熟悉 的 ,其 
起 源 即 在 于 此 。 

现在 必须 对 这 里 应 用 的 旋转 力矩 或 力矩 的 一 般 概 念 下 定义 。 设 
在 空间 给 出 两 个 有 回 线段 (1，2) 和 
(1 ,2 )( 图 12. 3), 由 它们 构成 四 面 
体 (1，2, 1 ,2 ), 其 体积 ; 


X11 Vl 之 ] 


图 12. 3 


将 此 行列 式 展 开 成 上 两 行 和 下 两 行 代数 余子 式 乘 积 之 和 , 得 到 

二 (XL' YM 十 ZN 十 LX 二 MY 十 NZ'), 其 中 X，…,N' 是 有 

向 线段 (1 ，2 ) 的 坐标 。 所 出 现 的 两 个 有 向 线段 坐标 的 双 线 性 组 合 
XL’ +YM’ +ZN’ +LX’ +MY + NZ 

称 为 一 有 向 线段 相对 于 男 一 有 问 线 段 之 矩 , 它 等 于 以 各 有 问 线 段 的 


闯 点 为 顶点 的 四 面体 体积 的 6 倍 , 因 而 是 一 个 独立 的 几何 量 。 如 采 
r 和 rr 是 各 有 向 线段 的 长 度 ,#$ 是 它们 之 间 的 夹 角 ,p 是 它们 的 公 垂 


@ 莱比锡 ,1837 年 ,或 见 其 《着 作 和 集 》 第 3 卷 ,莱比锡 ,1896 年 。 
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rr *。p* sing, 

如 果 我 们 用 无 穷 直线 代替 有 向 线段 (1 ,2) , 则 有 向 线段 (1 , 2 ) 相 对 
于 直线 的 矩 ,将 定义 为 相对 于 该 直线 上 长 r=1 的 有 向 线段 的 和 矩 ( 按 前 面 
意义 ), 即 rpsin $。 这 是 将 前 面 的 表达 式 除 以 r(= 二 VX 十 站 十 Z?) 而 
得 到 的 结果 。 因 而 ,有 向 线段 (X,Y, Z ,LL,M ,NN') 相 对 于 包 
含有 向 段 线 (X,Y, Z, 工 , M，N) 的 无 限 直线 的 矩 为 

Xl, YM EZN LR MY t+NZ 
/X XY yy 

事实 上 ,这 个 值 只 依赖 于 6 个 量 X, …，N 之 比 加 上 一 个 为 它们 所 
共有 的 符号 。 因 而 , 当 无 限 直 线 及 其 上 的 一 个 正 向 已 知 时 , 它 就 完全 
被 确定 了 。 这 个 矩 正 是 静 力 学 中 所 谓 由 一 个 有 向 线段 代表 的 力 绕 作 
为 轴 的 直线 的 旋转 矩 , 虽 然 所 选 的 符号 有 所 不 同 。 

现在 考虑 一 个 动力 系统 的 力 系 


包 一 TVX， “一 SN: 


的 矩 或 旋转 矩 。 这 自然 指 的 是 寿 干 力 的 矩 之 和 , 即 表达 式 

3 XL’ + YM! | LX’+MY’ + NZ’ 

_ XA+YM+ZN a 

VX YZ 
如 果 在 这 个 表达 式 中 ,我 们 依次 令 无 限 直线 X，…， 六 与 3 个 正 坐 
标 轴 相等 ,由 此 表达 式 依 次 取 值 A，M，N, 这 也 表明 了 前 面 对 这 些 
量 指定 的 记号 是 合理 的 。 
现在 可 以 着 手 处 理 莫 比 乌 斯 提出 的 问题 : 如 果 AX 十 MY 十 

NZ 十 SL 十 HM 十 ZN = 0, 则 给 出 的 力 系 号 , 太 , …, N 相对 直线 
(X:Y:…:N)( 零 轴 ) 的 抢 为 0。 因 此 ,动力 系统 的 零 系 统 是 由 这 
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个 方程 给 出 的 全 部 直线 (X : Y : … : N)。 因 为 系统 A,…, Z 作为 
一 个 动力 系统 的 坐标 可 以 是 6 个 自由 的 量 , 所 以 这 是 6 个 量 X，…， 
NN 的 最 一 般 的 线性 齐 次 方程 。 普 如 克 和 和 莫 比 乌 斯 一 起 ,作为 19 世 
纪 解 析 几 何 领域 里 的 先锋 , 正 是 研究 了 这 些 由 任意 线性 齐 次 方程 确 
定 的 全 部 直线 ,并 称 之 为 线 从 (此 后 将 详细 讨论 ) 。 因 此 , 莫 比 乌 斯 的 
零 系 统 , 就 正 是 普 吕 克 的 线 丛 。 

现在 力图 对 这 个 零 系 统 给 出 一 个 尽 可 能 清晰 的 图 像 。 当 然 , 我 
们 不 能 说 出 这 个 术语 在 真正 意义 上 的 一 个 几何 图 像 ,因为 空间 中 充 
斥 着 无 限 繁多 的 零 系 统 。 然 而 , 它 的 分 类 是 不 难 理解 的 。 为 此 ,按照 
这 些 讲稿 中 所 一 贯 遵 循 的 计划 ,将 尽 可 能 方便 地 选择 坐标 轴 , 这 里 就 
选 动力 系统 的 中 心 轴 为 Z 轴 。 因 为 ,正如 我 们 所 知道 的 ,动力 系统 
是 沿 中 心 轴 作 用 的 一 个 力 和 转轴 平行 于 中 心 轴 的 一 个 力 侦 的 合力 ， 
按 我 们 对 Z 轴 的 选择 ,4 个 坐标 号, 互 , A,，M 必然 为 0, 故 Z 代表 了 
该 力 的 度量 ,NN 则 表示 该 力 偶 绕 其 轴 的 转 矩 。 因 此 ,此 动力 系统 的 
参数 为 

SA+HM+ZN _N 


一 一 一 一 -一 一 


所 十 五 "十 Zi 人 
于 是 ,新 坐标 系 中 的 线 从 方程 具有 简化 形式 


或 在 除 以 Z 后 为 
k.Z+N=0. (4) 


这 个 形式 就 当 作 以 后 讨论 的 基础 。 如 果 Pi1 (xi1，y1，z1) 和 和 
P:(zz，yY，z) 是 零 系 统 的 一 条 直线 (X:Y:Z:L:M:N) 上 的 
两 个 点 ,那么 因 2Z = zi 一 zz,，N == Xxiyz 一 Zy， 对 零 线 上 任意 两 点 
的 坐标 ,方程 (4) 给 出 条 件 


k(zi 一 z2) 十 (ziyz 一 zz2y) 一 0。 (5) 


。42 。 高 观点 下 的 初等 数学 


现在 如 果 使 P 固定 , 则 方程 (5) 是 零 系 统 中 一 条 线 上 所 有 点 Pi 的 
坐标 (zi » .y1， zi) 的 方程 ,而 且 P, 也 在 这 条 直线 上 。 为 了 清楚 起 见 ， 
如 果 用 流动 坐标 (zx，y，z) 代 替 (xi，y1，zi) ,我 们 看 到 ,所 有 点 Pi 
填 满 一 个 平面 ,其 方程 为 


y2 工 一 Zooy 十 R。z 一 kz,, (5 ) 


本 平面 包含 点 Pi, 因 为 xz =z;， 一 .y2y， 之 一 之 2 满足 此 方程 。 由 此 
证 明 , 通 过 空间 任意 点 P 有 无 穷 多 个 零 线 ,它们 形成 一 个 填 满 平面 
(5 ) 的 平面 线束 。 如 果 能 得 到 对 应 每 点 Ps 的 这 个 平面 ( 零 平 面 ) 位 
置 的 清楚 图 像 ,我 们 的 问题 就 解决 了 。 

在 空间 中 作 平 行 于 Z 轴 平 移 和 绕 Z 轴 旋 转 的 变换 情况 下 ,在 方 
程 (5) 内 出 现 的 两 个 表达 式 N= Xiy —TX2y1, 之 一 2 一 22 具有 不 变 
的 性 质 ,因为 平移 使 X 和 Y, 从 而 使 N 以 及 差 zi 一 zz 都 保持 不 变 ， 
而 旋转 则 不 影响 z 坐标 ( 即 Z) 并 使 zy 平面 内 的 面积 NN 保持 不 变 。 
于 是 ,在 空间 绕 中 心 轴 一 一 在 此 为 = 轴 一 一 按 顺 时 针 方 向 旋转 和 说 
该 碍 平移 时 ,方程 45) 及 其 确定 的 零 系 统 变 为 自 吴 。 

这 个 定理 使 我 们 的 问题 变 得 相当 容易 了 。 只 要 知道 零 系 统 中 
哪个 平面 属于 X 轴 的 正 半 轴 上 的 任意 一 点 , 目 然 也 就 知道 了 属于 
空间 每 个 点 的 零 平 面 。 因 为 通过 治 4 轴 的 平 黎 和 绕 Z 轴 的 旋转 ， 
可 以 使 和 X 轴 上 一 点 与 空间 的 任 一 定点 重合 , 而 据 我 们 的 定理 ,对 
应 的 零 平面 变 为 自身 。 换 名 话说 ,垂直 于 中 心 轴 的 一 条 半 轴 ,其 各 
点 的 零 平 面 ,有 一 个 相对 于 半 轴 与 中 
心 轴 的 位 置 ,这 个 位 置 与 半 轴 的 选择 
天天; 

如 以 XX 轴 为 限 , 令 y; = zs = 0， 
由 方程 (5) 得 到 妒 一 zzy 二 0。 因为 y 二 
z 二 0 和 恒 满 足 此 方程 ,所 以 它 通 过 XX 轴 


(图 12. 4) 。 如 改写 方程 为 形式 = 
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， 推 得 平面 对 于 水 平 (ry 平面 ) 面 的 倾角 的 正切 为 


tan$ 二 尝 。 


k 
于 是 ,平面 的 位 置 就 完全 被 确定 。 在 图 12. 5 中 , 夯 出 了 它 在 与 其 垂 
直 的 yz 平面 上 的 截 疫 。 


图 12.5 图 12.6 


综 上 所 述 ,我 们 可 以 说 ,这 个 结论 与 空间 坐标 系 的 选择 无 关 。 对 
于 看 做 科 直 的 离 中 心 轴 有 -那么 远 的 每 一 个 点 ,有 一 个 包含 从 这 点 


到 轴 的 垂 线 的 、 属 于 零 系 统 的 平面 , 它 对 水 平面 的 倾角 的 正切 为 元 


如 果 沿 垂直 于 此 轴 的 半 射 线 移动 此 点 , 则 相应 的 零 系 统 的 平面 在 
~ 一 0 时 为 水 平面 , 随 > 增 加 将 按 & 汪 0 或 k 二 0 而 上 倾 或 下 倾 , 当 > 
变 成 无 穷 时 渐 近 趋向 于 垂直 。 我 们 可 以 用 席 林 的 模型 (图 12. 6) 把 
这 些 关 系 讲 清楚 。 在 这 个 模型 中 ,有 一 个 可 沿 中 心 轴 滑 动 与 绕 中 心 
轴 旋 转 的 滑 臂 , 臂 上 附 有 一 个 平面 板 , 当 板 从 轴 上 离 远 时 ,以 适当 的 
方式 升 高 。 

现在 来 考虑 点 Ps 所 经 过 平面 的 法 线 方向 。 它 的 方向 余弦 比 与 
平面 方程 (5 ) 的 系数 之 比 , 即 y, : (一 x;) :& 相 同 。 

可 以 把 这 个 方向 看 做 是 在 空间 作 无 穷 小 螺旋 运动 时 点 P, 的 移 
动 方向 。 事实 上 ,如 果 使 空间 像 一 个 刚体 那样 绕 Z 轴 转 过 有 限 角 % 
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并 同时 平行 于 Z 轴 移 动量 c ,每 个 点 (z，y，z) 将 变 到 由 方程 


/ 。 

XxX 一 XCOSwW— ysinw, 
/ i 

y = Xsnw+ ycosw, 


z 一 之 十 CcC 


确定 的 新 位 置 。 我 们 用 一 do 代替 w, 并 令 c = kdw, 把 有 限 的 螺 
旋 运 动 过 滤 到 无 穷 小 的 螺旋 运动 。 负 号 表示 如 果 沿 Z 的 正 向 移 
动 , 则 上 有 二 0 时 zy 平面 的 旋转 是 负 的 , 即 螺 旋 运 动 是 负 的 (左手 
蛛 旋 ) .忽略 do 的 二 阶 和 高 阶 量 , 即 令 cosdw 二 1, sindw 二 dw, 我 
们 得 

Xz 一 并 十 ydwy，y 二 一 Zrdo 十 yz 一 < 十 Rdaw。 


在 此 无 穷 小 的 螺旋 运动 下 ,给 定点 P; 的 坐标 的 增 量 为 dz = yzdw， 
dyz 一 一 Zzdw，dz; 一 Adw， 即 点 P, 将 沿 方 问 


dz， : dy : dz = yy, * (-— TX 2) :上 (6) 中 


移动 。 事 实 上 ,这 正 是 沿 法 线 (6) 的 方向 。 因 此 ,如 果 我 们 使 空间 绕 
中 心 轴 作 一 个 无 穷 小 螺旋 运动 ,使 得 沿 轴 的 移动 等 于 转角 ( 取 负 号 ) 
的 & 倍 , 则 属于 空间 任意 点 的 .参数 为 & 的 零 系 统 中 的 平面 ,将 垂直 
于 该 点 移动 的 弧 线 。 

因为 螺旋 运动 的 表示 是 十 分 容易 的 ,所 以 对 各 平面 在 零 系 统 
中 的 分 布 , 可 以 用 这 个 方法 得 到 一 个 生动 的 图 像 。 例 如 ,增加 点 到 
中 心 轴 的 距离 x, 在 螺旋 运动 中 所 经 路 径 的 水 平 投影 rdw 增 长 ,路 
径 本 身 就 越 平 ,因为 增加 高 度 kdw 是 常量 ,又 因 增 高 方向 与 路 径 相 
垂直 ,所 以 零 系 统 中 的 平面 就 越 隧 。 如 果 将 无 限 次 的 这 种 无 穷 小 
螺旋 运动 复合 成 一 个 空间 内 的 连续 螺旋 进 动 , 则 距 中 心 轴 为 的 


每 个 点 将 画 出 一 条 对 水 平 的 倾角 斜率 为 一 生 、 螺 距 为 与 + 无 关 的 


@ 式 公 为 编辑 所 加 。 
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2xk 的 螺旋 线 。 与 此 螺旋 线 相 垂直 的 诸 平面 都 是 零 系 统 中 的 
平面 。 

讨论 了 零 系 统 中 的 平面 之 后 ,我 现在 尽量 为 零 轴 描 出 一 个 清楚 
的 图 像 。 任 取 一 零 轴 g (图 12. 7) ,并 作 g 与 中 心 轴 的 一 条 公 垂 线 ， 
分 别 与 g 及 中 心 轴 相 交 于 点 P 和 点 O。 这 样 ,作为 从 点 已 到 中 心 轴 
的 垂 线 的 PO 属于 零 系 统 ,OPg 必然 是 属于 P 的 零 系 统 的 平面 。 因 
g 垂直 于 OP , 它 与 水 平面 的 交角 与 零 平 面 和 水 平面 的 交角 一 样 为 


#, 即 tan$ 工 , -= OP 。 因此 ,如 果 通 过 垂直 于 中 心 轴 的 每 条 半身 
线 上 的 每 个 点 已 ,都 作 一 条 直线 与 此 射线 相 垂直 ,并 使 其 与 水 平面 夹 
角 的 正切 tan$ = 工 (其 中 为 点 P 到 中 心 轴 的 距离 ), 就 得 到 了 所 
有 的 零 轴 。 


图 12. 7 图 12. 8 


可 以 把 这 个 结构 说 得 更 清楚 一 些 。 取 一 个 半径 为 +、 轴 为 中 心 
轴 的 圆柱 面 (图 12. 8) ,在 上 面 画 出 与 水 平面 的 倾角 的 正切 为 
tan$ 一 二 的 所 有 螺旋 线 。 这 些 螺 旋 线 的 切线 的 总 体 ,显然 与 距离 
中 心 轴 为 > 的 所 有 零 轴 相同 。 通 过 改变 7, 就 得 到 所 有 零 轴 。 向 外 
移动 时 ,这 些 螺旋 线 变 陡 。 它 们 在 每 一 点 上 以 对 应 的 零 平 面 为 其 
密切 平面 。 因 此 ,它们 与 刚才 说 的 螺旋 线 成 直角 ,而 上 述 螺 旋 线 在 
每 一 点 上 都 是 与 零 平 面 垂 直 的 。 
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讨论 了 螺旋 线 和 零 系 统 之 间 呈 现 的 双重 联系 之 后 ,就 可 以 理解 
为 什么 全 部 理论 与 螺旋 线 联系 在 一 起 。 罗 伯 特 ， 波 尔 (Robert Ball) 
里 士 在 他 著 的 《螺旋 理论 9 中 就 曾 利用 这 个 指定 ,在 书 中 讨论 了 与 
作用 于 刚体 的 力 系 相 联 系 的 一 切 几何 关系 。 

现在 把 我 们 所 讲 的 系统 总 结 一 下 。 借 助 格拉 斯 曼 原 则 ,获得 了 
4 个 基本 几何 图 形 : 点 线段. 平面 片 和 空间 块 。 像 在 平面 上 的 情形 
一 样 ,我 们 将 讨论 这 些 图 形 在 直角 坐标 变换 下 的 性 质 ,并 按 一 般 的 原 
则 加 以 分 类 。 


QD 罗伯特 波 尔 ,4 螺旋 理 论 ), 都 柏林 ,1876 年 。 


第 十 三 章 
直角 坐标 变换 下 空间 
基本 图 形 的 分 类 


首先 ,当然 应 对 空间 中 所 有 直角 坐标 系 变换 有 一 个 概念 。 这 些 
变换 是 所 有 空间 几何 的 基础 ,所 以 在 本 讲义 中 无 论 如 何不 能 对 其 忽 
略 。 和 和 平面 上 的 情况 一 样 ,要 考虑 的 最 一 般 的 坐标 系 的 变换 ,由 下 列 


各 部 分 组 成 : 
(1) 平移 ; 
(2) 绕 原 点 旋转 ; 
(3) 反射 ; 
(4) 长 度 单位 的 改变 。 
平移 的 方程 当然 就 是 
Xx 一 工 十 a， 
y = y 十 b， (Al) 
z 二 之 十 Cc。 
在 任意 情况 下 的 旋转 方程 具有 形式 : 
Xx 二 ax 二 by 二 ciz， 
; 一 02Z 十 by 十 czz， (A,) 
z 一 Q3 并 十 by 十 cz。 


我 们 将 考虑 系数 行列 式 ,这 里 比 平面 上 的 情况 要 复杂 一 些 。 这 两 类 
变换 的 所 有 可 能 的 复合 ,产生 构成 空间 坐标 系 的 一 切 适当 运动 。 
正如 平面 上 对 一 个 轴 反 射 一 样 , 这 里 可 以 考虑 对 一 个 坐标 平面 ， 
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”例如 zy 平面 的 反射 ,并 得 
x 一 芭 ， y, 一 y， 2 = 


但 能 借助 3 个 负 号 把 这 些 公式 写成 更 对 称 的 形式 


/ 


7 =— Xx, y 一 一 y，z 一 一 >。 (A;) 


这 是 一 个 对 原点 的 反射 ,有 时 称 为 反 演 中 。 在 平面 上 


/ / 
TT OX,，YyY 一 一 和 


就 不 是 一 个 反射 ,而 是 扫 过 180 ”的 旋转 。 一 般 来 说 ,只 在 奇数 维 空 
间 ,对 原点 的 反 演 才 是 一 个 反射 ,对 偶 维 空间 则 是 旋转 。 
最 后 ,单位 长 度 的 改变 由 方程 


ZX =Ar,y 一 My xz 一 Mz (>0) (Al) 


给 出 。 如 4< 0, 则 此 变换 为 一 个 反射 加 单位 长 度 的 改变 。 

剩 下 需要 较 仔 细 地 考虑 旋转 公式 。 正 如 你 们 所 知道 的 , 统 原 点 
的 最 一 般 的 旋转 依赖 于 3 个 参数 ,因为 轴 旋 转 的 方向 余弦 代表 两 个 
独立 量 ;此 外 ,旋转 角 是 任意 的 。 四 元 数理 论 对 依赖 3 个 独立 参数 的 
所 有 旋转 提供 了 对 称 的 处 理 。 不 过 , 欧 拉 在 四 元 数 发 现 之 前 已 为 所 
述 问 题 建 立 了 公式 。 这 里 将 介绍 力学 教科 书 里 通常 的 处 理 方法 ,这 
个 方法 利用 了 新 轴 相 对 于 旧 轴 的 9 个 方向 余弦 。 我 们 从 前 面 给 出 的 


人 7 


y 一 az 十 py 十 czz， (1) 


| 一 QZ 十 0 十 clz， 
zz 一 3 并 十 by 十 csz 


出 发 。 请 考虑 旧 z 轴 上 的 一 点 zy 一 0, zx 二 0。 它 的 新 坐标 为 x = 
Ul , y 一 U2X， x 一 C3 之 ,有 dl1，, U2», 4d3 是 旧 蔗 轴 与 各 新 轴 交 角 的 余 


@ 有 时 “ 反 演 ” 用 于 以 半径 倒数 进行 的 完全 不 同 的 变换 。 
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弦 。 类 似 地 ,6 » b2, bs 和 Cl» C2» C3 分 别 是 旧 y 轴 \ 旧 之 轴 和 各 新 轴 
交角 的 余弦 。 
变换 方程 的 这 9 个 系数 并 不 是 相互 独立 的 。 我 们 可 以 从 刚才 的 
说 明 中 推导 出 它们 之 间 的 关系 ,或 利用 在 每 个 正 交 代 换 中 己 知 的 关 
系 , 即 原点 固定 时 在 每 一 个 旋转 和 反射 中 有 
Ek. 下 二 二 十 入 十 z2， | (2) 
它 表示 到 点 O 的 距离 是 不 变量 。 我 们 选择 第 二 个 方法 。 
(a) 将 (1) 式 代 人 (2) 式 ,比较 相应 项 系数 ,可 得 9 个 量 cl ，…， 
cs 间 的 下 列 6 个 关系 式 
af 二 a2 十 af 一 1， bici 十 bzcz 十 bsc3 一 0， 
tte -一 草 欧 C1Q1 十 CoQ2 十 Cc3a3 二 0， (3) 
ci 十 c2 十 cj 二 |， Q101 十 azbz 十 a303 二 0。 


(b) 用 3 个 量 a, b,c 分别 乘 以 方程 组 (1) 并 利用 (3) 式 求解 ， 


T=ax asy ,i 
otey ter . (4) 
地 全 = cx 十 czy ee 
显然 ,这 是 从 方程 组 (1) 中 将 其 系数 矩阵 的 行列 互 换 而 得 到 的 所 谓 转 
置 线性 变换 。 
(c) 另 一 方面 ,用 行列 式 法 则 解 方程 (1) ,可 得 
元 下 al DO a 
Ws 二 y pb cl,…, 其 中 A== la cz|。 


/ 
bs C3 U3 bs C3 


此 处 z 的 系数 必然 与 方程 组 (4) 的 第 一 个 方程 一 样 , 即 


oz C2 


和 ee (5) 


0b C3 
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对 其 他 系数 也 有 类 似 的 结果 , 即 正 交 变换 的 每 一 个 系数 必然 等 于 系 
数 矩 阵 的 对 应 代数 余子 式 除 以 行列 式 A。 

(d) 现在 计算 行列 式 A。 为 此 ,利用 行列 式 的 乘法 规律 求 它 的 
平方 : 


al pb cl al DO a 

a» b, Cc a» b, Cc 

a3 b3 G3 a3 ba Cs 

a? 二 a3 十 as biai ba 二-bsas CiQi 十 czaa 十 Caa3 
一 |alipb 十 azpb ab 二 + 二 63 cl10 十 czp 十 cip; | 。 

aicl 十 azcz 十 Q3Cc3 pcl 十 bcz 十 bacs ci 十 cz 十 ci 


根据 (3) 式 ,此 积 为 


所 以 A = 土 1。 为 了 决定 选择 什么 符号 ,我 们 要 指出 ,至 今 为 止 ,我 
们 只 用 到 关系 (2), 它 对 于 旋转 和 反射 是 同样 成 立 的 ,在 所 有 正 交 
变换 中 ,旋转 具有 从 恒 等 变 换 x = x, y 二 y, x 一 z 通 过 连续 改 
变 系数 而 产生 的 性 质 , 它 相应 于 一 个 坐标 系 的 连续 运动 ,从 原 位 置 
变 到 新 位 置 。 男 一 方面 ,一 般 称 为 反射 的 变换 ,是 从 反 演 x 一 一 了 ， 
y 一 一 y， x 一 一 z 的 连续 变形 而 产生 的 ,而 反 演 本 身 不 能 从 恒 等 变 
换 连 续 地 产生 。 但 变换 的 行列 式 是 系数 的 连续 函数 , 当 我 们 连续 
地 将 恒 等 变 换 改变 成 任意 旋转 时 ,必然 是 连续 地 变化 。 其 开始 
值 为 
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因为 它 的 值 只 能 是 十 1 或 一 1, 但 对 于 旋转 , 它 必须 保持 为 十 1, 突然 
改变 到 一 1 意味 着 不 连续 性 。 因 此 ,对 每 一 个 旋转 ,行列 式 的 值 为 


ul bi Cl 
A 一 ja b, c | 一 十 1。 (6) 
3 bs C3 
对 于 反射 , 则 必然 有 A = 一 1。 
现在 ,(5) 式 具有 简单 的 形式 
pb, C2 
Ul 一 9 E (7) 
b; C3 
因此 ,和 下角 坐标 系 的 旋转 变换 矩阵 的 每 一 个 系数 都 等 于 对 应 的 代数 


余子 式 。 

现在 转 和 人 实际 问题 ,在 直角 坐标 系 的 4 个 类 型 的 变换 下 ,如何 求 
出 直线 段 X， Y，Z, 上 L， M,N ,平面 片 i m, n, DD 及 空间 块 开 这些 
空间 图 形 的 坐标 变化 。 

把 所 有 这 些 公式 都 写 出 来 要 占用 许多 篇 幅 , 而 且 不 大 其 烦 。 因 
此 ,我 只 说 明 值 得 特别 注意 的 几 点 。 首 先 , 我 指出 几 个 你 们 很 容易 验 
明 的 性 质 , 在 所 有 直线 段 坐 标的 变换 公式 中 ,新 系 的 前 3 个 坐标 X ， 
Y， 2Z 只 通过 X,Y, Z 表示 ,事实 上 是 它们 的 线性 齐 次 函数 。 量 工 ， 
M,N 不 在 表示 式 内 。 因 此 ,根据 前 面 说 的 一 般 原则 ,3 个 量 X，Y， 
Z 一 起 必然 确定 一 个 与 坐标 系 无 关 的 几何 图 形 , 这 就 是 我 们 说 过 的 
自由 矢量 。 同 样 ,平面 片 的 3 个 坐标 1, m,n 的 变换 与 第 四 个 坐标 
无 天, 因而 它们 也 具有 独立 于 坐标 系 的 几何 意义 。 它 们 代表 前 面 说 
过 的 目 由 平面 度量 。 

现在 通过 专门 的 计算 , 找 出 在 坐标 变换 (4 )，…，(44) 下 自由 
矢量 坐标 X, Y, Z 的 性 质 。 为 此 ,由 公式 (As), 只 需 用 xz, y, z 代替 
X == zi 一 Xx，… 中 的 x7…, 立 即 得 到 下 列 公 式 : 

(1) 平移 
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X' = X,Y 一 Y,Z =2, (Bi) 
(2) 旋转 
X =aX++bY++cZ, 
Y 一 aX 十 2Y 十 c2Z， (B,) 
Z 一 aX 十 pY 十 csZ。 
(3) 反 演 
X’ =— X,Y = 一 Y，Z = 一 2 (B;) 
(4) 长 度 单位 的 改变 
X =AX,Y =iAY,7Z = 人 AZ, (B,) 


因此 ,在 坐标 系 平移 时 ,自由 矢量 的 坐标 不 变 ; 但 对 其 他 变换 ,它们 的 
变换 公式 和 点 坐标 的 一 样 。 
请 与 力 偶 的 变换 公式 作 比 较 ,在 线段 的 坐标 变换 公式 中 令 X = 
Y = 二 Z = 0, 即 得 力 偶 变 换 公 式 。 于 是 ,当然 有 
XY ZZ 0 


而 对 关于 新 轴 的 旋转 力矩 ,我 们 有 下 列 公 式 ; 


(1) 平移 
L'=L,M =M,N =N, (C1) 
(2) 旋转 
了 一 qi 十 DAM 二 ciN， 
M'=azsL+bM+ esN, (C2) 
N’=asL+bM+ csN, 
(3) 反 演 


L'=L,M =M,N=N. (C3) 
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(4) 长 度 单位 的 变化 
L =XL, M 一 12M,， N 一 和 IN。 (Cu) 


力 偶 的 坐标 在 坐标 系 的 平移 和 反 演 下 不 改变 ,在 旋转 时 与 点 坐标 性 
质 相同 , 当 单 位 长 度 改 变 时 它们 乘 以 因子 尖 , 即 它们 有 因 次 2( 平 面 
的 因 次 ) ,而 自由 矢量 和 点 坐标 一 样 具 有 因 次 1。 

导出 公式 (C1),，(C:),， (GC ) 守 无 困难 ;或 许 对 (C2: ) 需 作 某 些 解 
释 。 事 实 上 ,借助 于 公式 (A;), 有 
1 
Y; 2 


了 a22Z1 十 22yI 十 czzl asZl 十 033yi 十 cszl 


U2 2 十 22 ys 十 czz2z a3X2 十 23yz 十 C3 之 2 


如 果 将 后 一 个 行列 式 乘 开 ,我 们 得 到 3 X3 十 3X3== 18 项 ,其 中 有 3 
组 , 每 组 两 项 相抵 消 ( 例 如 azzi*aszz 一 czl。azz，…)， 剩 下 12 项 
可 组 合成 下 列 行列 式 乘 积 之 和 : 


O2 52 yl Il C2 42 1] Xl 
LL 一 . 十 十 
b; C3 Y2 之 2 C3 3 之 2 兆 2 
Us? pz TXT1 Vl 
[J 
口 
U3 bp TT2> VY 


根据 (7) 式 ,前 一 个 因 式 分 别 等 于 Ql1»s Pi, a ;而 后 一 个 因 式 是 L, 
M,，N。 因 而 求 出 上 面 三 的 公式 。 类 似 地 ,可 得 M ，N 的 另 两 
MT 

作为 第 三 个 图 形 , 请 考虑 自由 平面 度量 。 与 上 面 的 计算 相 类 似 ， 
这 个 计算 十 分 简单 , 留 给 你 们 去 完成 。 计 算 将 证 明 ,自由 平面 度量 的 
分 量 /, m,n 在 所 有 情况 下 和 力 偶 的 坐标 L，M, N 的 变化 情况 
一 样 。 
为 了 清楚 起 见 , 把 这 些 结果 列 和 人 下 页 一 个 小 表 , 它 给 出 第 一 个 坐 
标的 变换 ,其 他 坐标 可 通过 循环 交替 求 得 。 
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a 二 hrYi+aZ 


日 由 矢量 
力 偶 
目 由 平面 度量 


ai 十 AM 二 crN 


ct 十 局 7 十 cm 


现在 我 们 得 到 一 系列 几何 叙述 的 精确 基础 ,这 些 在 教科 书 中 往 
往 不 出 现 , 或 只 是 偶尔 出 现 , 而 在 其 表达 形式 中 ,几何 意义 是 不 明显 
的 。 这 里 考虑 的 几何 图 形 往往 并 不 像 我 们 所 认为 必须 的 那样 ， 人 
得 一 清二 楚 ,结果 有 趣 的 关系 完全 模糊 不 清 了 。 例 如 ,甚至 对 普 
索 , 力 偶 和 自由 平面 度量 的 概念 从 一 开始 就 总 是 混在 一 起 的 。 J 
这 就 难以 理解 。 对 我 们 而 言 ,根据 前 述 一 般 原 则 ,把 上 面 表 中 最 后 两 
行 作 比 较 表 明 , 一 个 力 偶 和 一 个 自由 平面 度量 要 看 做 是 同类 型 的 基 
本 几何 图 形 ,因为 在 所 有 直角 坐标 系 的 变换 下 它们 的 性 质 是 相同 的 。 
请 把 这 段 说 明 的 含意 弄 清 楚 。 如 给 定 一 个 力 偶 L，M, N 及 一 个 平 
面 度量 / , m, n, 用 方程 1 二 上 L, m = 二 M, n = N (或 者 反 过 来 从 1, m， 
n 出 发 ) 建 立 起 它们 之 间 的 关系 , 则 在 任何 坐标 变换 下 上 和 列 等 式 不 受 
影响 。 因 此 ,可 不 利用 坐标 系 , 作 纯 几何 描述 。 为 此 ,从 平面 度量 /， 
m,n 出 发 ,选取 方便 的 坐标 系 , 使 得 /= m= 二 0。 这样 ,自由 平面 度量 
代表 在 zy 平面 上 或 在 与 zy 平面 平行 的 平面 上 的 一 个 三 角形 (1, 2， 
3), 且 是 它 的 面积 的 两 倍 , 即 等 于 平行 四 边 形 (1，1 ， 2,，3) 的 面 
积 ,其 符号 则 由 环行 方向 11'2( 图 13. 1) 
决定 。 现 在 我 断言 ,力矩 为 L 二 M=0， 
N 二 nn 的 相应 的 力 偶 ,可 以 由 平行 四 边 
形 的 对 边 (1，1 ) 和 (2, 3), 以 及 1 和 ?2 
之 间 箭 头 所 指 的 力 形 成 。 为 证 明 起 见 ， 
我 仍 在 zy 平面 上 选择 一 个 方便 的 坐标 
图 13.1 系 , 即 以 直线 11 为 y 轴 而 z 轴 则 通过 
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点 2( 图 13. 1 中 的 虚线 )。 于 是 ,两 个 有 向 线段 (1, 1 ) 和 (2, 3) 及 其 
所 形成 的 力 偶 , 有 旋转 力矩 工 = 二 M = 0。 而 且 , 线 段 (1, 1 ) 的 第 三 个 
旋转 力矩 也 是 零 , 因 而 NN 等 于 (2，3) 的 旋转 矩 


22 YY2? 


一 人» ® VY3 
23 VY3 


( 因 按 我 们 的 选择 ， 之 2 一 之 39 yy2 一 0) 。 另 一 方面 ,对 坐标 系 的 这 种 位 
置 ,平面 的 第 三 个 坐标 是 


xX, yz 1 


即 平行 四 边 形 的 底 办 与 高 x; 的 乘积 。 因 此 ,不 论 从 符号 还 是 大 小 
方面 来 说 ,都 有 NN = n。 这 证 明了 我 的 论断 。 

我 们 可 以 把 这 个 当 作 与 坐标 系 无 关 的 一 般 的 结果 : 一 个 有 确定 
周 界 方向 的 平行 四 边 形 所 代表 的 自由 平面 及 由 此 平行 四 边 形 两 对 边 
按 原 给 方向 相反 的 箭头 指向 给 出 的 力 偶 是 几何 等 价 图 形 , 即 对 每 一 
个 坐标 系 , 它 们 的 分 量 相 同 。 因 此 , 由 此 定理 ,任何 时 候 都 可 用 平行 
四 边 形 代替 力 偶 ,或 相反 。 

对 前 述 表 中 的 第 二 行 ,不 必 作 进一步 的 讨论 ,我们 将 比较 第 一 、 
第 三 行 , 即 自由 矢量 与 自由 平面 度量 。 首 先 指 出 ,两 者 在 平移 与 旋转 
下 有 同样 的 性 质 , 但 加 上 反射 与 长 度 单位 的 改变 ,差异 就 出 现 了 。 为 
了 详细 讨论 起 见 ,我 们 设想 在 熟悉 的 (右手 ) 坐 标 系 内 给 出 一 个 平面 
度量 /, mm，2”, 并 用 方程 X= 一 上 YY 三 mm， QZ 一 ?使 它 同一 个 自由 矢量 
联系 起 来 。 如 果 以 坐标 系 的 运动 为 限 , 则 这 些 方程 将 保持 不 变 , 但 由 
于 反射 和 长 度 单位 的 改变 ,它们 将 发 生变 化 。 如 果 和 希望 对 它们 给 出 
几何 表示 ,不 能 不 考虑 坐标 系 的 方向 和 长 度 单位 。 事 实 上 ,如果 还 是 
选择 前 面 的 坐标 系 , 使 得 ! = 二 m = 0, 而 nn 等 于 在 zy 平面 上 的 平行 
四 边 形 (1, 1 , 2, 3) 的 面积 , 则 图 形 ( 图 13. 2) 表 明 2” >> 0, 且 矢 量 X 
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二 Y= 二 0, Z= 二 nn 具有 z 轴 的 正方 问 。 
显然 ,可 以 把 这 个 与 坐标 系 的 位 置 无 
关 的 事实 叙述 如 下 : 为 了 在 一 个 右 
手 坐 标 系 内 获得 一 个 与 给 定 平 面 度 
量 的 坐标 相同 的 自由 矢量 ,我 们 对 平 
面 作 一 条 法 线 , 从 正 向 看 下 去 ,表示 
平面 度量 的 平行 四 边 形 的 周 界 沿 道 

L024 时 针 方 向 旋转 ,并 在 平面 上 画 出 一 个 
等 于 平行 四 边 形 面积 的 线段 。 这 样 ,不 管 坐标 系 发 生平 移 或 旋转 ,这 
个 矢量 与 平面 度量 之 间 的 等 价 性 保持 不 变 。 但 如 果 使 坐标 系 反 演 或 
改变 单位 长 度 , 则 不 再 相等 。 例 如 ,用 分 米 代表 厘米 测量 时 ,面积 度 
量 要 除 以 100 ,而 矢量 段 只 除 以 10。 在 反 演 情况 下 ,矢量 改变 符号 ， 
而 平面 度量 则 不 变 。 

只 有 在 选 定 了 坐标 系 的 方向 和 长 度 单位 而 不 再 改变 的 前 提 下 ， 
才能 使 一 个 自由 平面 度量 与 一 个 自由 矢量 完全 等 同 。 当 然 ,每 一 个 
人 可 随意 加 上 这 种 限制 ,但 如 果 要 使 别人 了 解 的 话 , 他 必须 认识 到 他 
的 选择 的 任意 性 。 所 有 这 些 事情 都 是 非常 清楚 简单 的 ,但 必须 记 住 ， 
因为 由 于 历史 演变 的 原因 ,在 今天 的 物理 学 上 留 下 了 某 种 含混 的 地 
方 。 因 此 ,有 必要 谈 谈 这 一 段 历史 。 

我 前 面 强调 过 ,1844 年 发 表 的 格拉 斯 曼 的 延 拓 理论 ,由 于 非常 
难 读 ,对 物理 学 界 与 力学 界 没有 留 下 什么 印象 。 大 约 在 同一 时 期 ， 
W.R' 哈密 顿 在 都 柏林 的 研究 , 却 在 英格兰 产生 了 较 大 的 影响 。 
哈密 顿 是 四 元 数 的 发 明 者 0, 也 是 我 们 称 为 自由 矢量 的 “矢量 ”这 个 
词 的 引入 者 ,不 过 他 没有 使 用 “滑动 矢量 ”这 个 概念 ,而 且 没有 区 分 自 
由 平面 度量 和 自由 矢量 ,因为 他 一 开始 就 假设 坐标 系 方向 和 长 度 单 
位 是 确定 的 。 这 种 习惯 说 法 渗入 到 物理 学 后 ,使 得 长 时 间 内 对 真实 


@ 见 第 一 卷 第 一 部 分 第 四 章 第 一 节 , 我 曾 在 那 一 节 进 行 了 详细 的 讨论 。 
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矢量 和 平面 度量 不 加 区 分 。 但 在 深入 地 研究 中 ,已 逐渐 产生 了 按 在 
反 演 变换 下 的 性 质 把 统称 为 矢量 的 两 种 含义 加 以 区 分 的 要 求 。 为 此 
引入 “ 极 性 "“ 轴 性 ”等 词 。 一 个 极 性 矢量 在 反 演 时 改变 其 符号 ,因此 
与 我 们 的 自由 矢量 相同 ;一 个 轴 性 矢量 在 反 演 时 不 改变 其 符号 ,因此 
与 我 们 的 自由 平面 度量 相同 (这 里 不 考虑 因 次 )。 最 终 ,物理 学 不 得 
不 承认 这 里 存在 着 差别 , 它 在 某 种 程度 上 使 人 惊奇 ,但 在 一 般 叙述 中 
还 是 出 现 了 区 分 。 不 过 在 我 们 的 一 般 处 理 中 ,从 一 开始 就 很 自然 地 
加 以 区 分 了 。 

我 们 举 一 个 例子 ,以 澄清 这 个 模糊 的 概念 。 电 激发 是 一 个 极 性 
矢量 的 说 法 ,表示 它 能 用 3 个 量 X, Y, Z 来 测度 , 旦 这 3 个 量 按 前 面 
表 中 第 一 行 变换 。 而 磁场 强度 是 一 个 轴 性 矢量 的 说 法 , 则 表示 它 的 
3 个 分 量 按 表 中 最 后 一 行 变化 。 这 里 ,我 把 这 些 分 量 的 因 次 问题 放 
在 一 边 ,否则 就 钴 到 物理 学 的 细节 上 去 了 。 

除了 “矢量 ”这 个 词 以 外 ,哈密 顿 还 引入 了 在 今天 物理 学 中 同样 
起 着 重要 作用 的 “标量 ”这 个 词 。 标 量 是 在 所 有 坐标 变换 下 不 变 的 简 
单 量 , 即 在 坐标 改变 的 情况 下 ,本 身 或 一 点 不 变 ,或 只 乘 上 一 个 因子 ， 
深入 下 去 ,还 可 以 区 分 标量 概念 中 的 细微 差别 。 例 如 ,首先 考虑 空间 
块 或 四 面体 的 体积 


Xl Y! Li 
AX Y; Z; 
As Ya Zi 
X11 Y: La 


~ EE Ep ~ 
o 


长 度 单位 改变 


这 种 在 平移 和 旋转 下 不 改变 而 在 反射 下 改变 的 量 , 称 为 第 二 类 
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标量 ,第 一 类 标量 则 在 反 演 时 也 不 改变 。 在 这 个 定义 中 ,对 第 四 列 给 
出 的 因 次 不 加 考虑 。 

很 容易 建立 第 一 类 标量 ,最 简单 的 例子 是 X’ 十 Y ?十 Z? (其 中 
X,Y, Z 是 自由 矢量 的 坐标 ) ,以 及 十 me 十 mw (其 中 2 m,n 是 自 
由 平面 度量 的 坐标 )。 事 实 上 ,从 第 一 个 表 及 对 旋转 变换 系数 考虑 方 
程 (3) 可 以 推出 这 些 量 在 所 有 运动 和 反射 (不 改变 长 度 单位 ) 下 保持 
不 变 。 因 此 ,它们 必然 具有 纯粹 的 几何 意义 。 我 们 确 已 知道 ,它们 代 
表 矢 量 长 度 的 平方 ,或 在 相应 情况 下 代表 平面 片 的 面积 。 

现在 要 问 : 如 何 从 给 定 基本 几何 图 形 ( 矢 量 和 两 类 标量 ) 的 组 合 
中 获得 同类 的 其 他 图 形 ? 首先 考虑 一 个 十 分 简单 的 例子 。 设 工 是 
一 个 第 二 类 标量 ,例如 四 面体 体积 ,X, Y, Z 是 一 个 极 性 矢量 坐标 。 
我 们 考虑 3 个 量 工 . X, TY, 工 .2Z。 它 们 在 运动 下 的 变换 情况 和 
8 Y, Z 本 身 一 但 在 反 演 时 ,由 于 两 个 因子 都 改变 了 符 

号 ,所 以 它们 保持 不 变 。 这 3 个 量 代 表 轴 性 矢量 。 类 似 地 ,从 轴 性 矢 
量 1, m， ,可 得 到 极 性 矢量 工 。 l, Tm, Tn, 

现在 取 两 个 极 性 矢量 Xi , Yi ,Zl 和 X,Y ， Zi, 从 一 个 纯粹 的 
解析 步骤 出 发 ,用 以 形成 各 种 类 型 的 典型 组 合 。 我 们 将 考虑 在 坐标 
变换 下 这 些 新 构成 的 量 的 性 质 , 并 由 此 确定 它们 代表 何 种 几何 量 。 

(1) 我 们 从 和 Xi 十 Xz, 了 十 Y2, Zi 十 Zs 出发。 显然, 它们 的 变 
化 方式 和 矢量 的 分 量 完 全 一 样 ,因此 ,它们 代表 一 个 新 的 极 性 矢量 ， 
它 与 给 定 两 矢量 形成 一 个 与 坐标 系 无 关 的 纯粹 几何 关系 。 

(2) 两 矢量 分 量 的 双 线 性 组 合 


pp 
很 容易 通过 计算 验 明 , 它 在 所 有 运动 与 反射 下 都 保持 不 变 ,因此 是 第 
一 类 标量 , 必 可 给 出 纯粹 的 几何 定义 。 
(3) 由 分 量 组 成 的 矩阵 
> 
次 亡 
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的 3 个 子 行列 式 , 不 难 证 明 , 正 好 和 一 个 自由 平面 度量 或 一 个 轴 性 


和 天 量 的 坐标 的 性 质 一 样 , 因 而 必然 与 给 定 天 量 相 联系 ,而 与 坐标 
无 大 。 

(4) 最 后 考虑 3 个 极 性 天 量 及 由 其 9 个 分 量 形成 的 行列 式 
XI Li 
X, Y, 2Z |。 
Xs Ya Li 


在 所 有 运动 下 它 保持 不 变 , 但 反射 时 改变 符号 ,所 以 它 定义 了 一 个 第 
二 类 标量 。 : 

我 将 对 这 些 图 形 作 出 几何 解释 。 一 旦 说 明 结 果 后 ,只 要 从 适当 
确定 的 坐标 系 出 发 ,是 不 难 给 出 证 明 的 。 

对 上 述 (1) 的 解释 。 这 里 定义 的 两 个 矢量 和 是 众所周知 的 。 如 
果 两 矢量 从 同一 点 画 出 , 则 从 这 一 点 画 出 的 由 两 矢量 组 成 的 平行 四 
边 形 的 对 角 线 代表 和 ( 力 的 平行 四 边 形 法 则 ,图 13. 3)。 


py 
2 
pot > 
9 1 
] nl 
图 13.3 图 13. 4 


对 上 述 (2) 的 解释 。 如 果 矢 量 的 长 度 为 rl 和 x;, 且 其 方向 间 的 
夹 角 为 (图 13. 4), 则 双 线 性 组 合 是 rirzcos 9。 

对 上 述 (3) 的 解释 。 我 们 还 是 考虑 一 个 平行 四 边 形 , 它 的 边 平行 
于 矢量 1 和 矢量 2。 并 设想 它 依次 按 1 和 2 的 方向 环行 (图 13. 5)， 


这 样 就 得 到 一 个 完全 确定 的 自由 平面 度 
定 的 自由 平面 度量 ,其 面积 的 绝对 值 由 2 一 
图 13.5 


ri*r, | sin o| 给 出 。 
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对 上 述 (4) 的 解释 。 如 果 3 个 矢量 从 一 点 出 发 ,形成 一 个 平行 六 
面体 的 3 条 边 (图 13. 6) ,其 带 有 适当 确定 符号 的 体积 , 则 等 于 由 行 
列 式 给 出 的 第 二 类 标量 。 

现在 讲 一 下 其 他 文献 中 处 理 这 些 问题 
的 方法 。 在 其 他 文献 里 ,通常 不 像 我 们 这 
样 ,把 在 坐标 变换 下 某 些 解析 表达 式 的 性 
质 的 研究 , 即 不 变量 的 合理 而 简单 的 理论 
放 到 第 一 位 。 在 通常 处 理 中 , 某 些 力学 和 
物理 学 术语 都 是 由 格拉 斯 曼 和 哈密 顿 的 术 
语 演变 而 来 。 通 常 都 说 所 谓 矢 量 代数 .矢量 分 析 , 把 从 给 定 矢 量 形成 
新 矢量 和 标量 的 法 则 与 普通 数量 的 初等 运算 法 则 作 比 较 。 

首先 指出 ,正如 已 经 指出 的 ,在 第 (1) 点 中 出 现 的 运算 ,可 以 干脆 称 
为 两 矢量 1 与 矢量 2 的 相 加 。 这 样 命名 的 合理 性 ,在 于 符合 普通 数 相 加 
的 某 些 形式 规律 ,特别 是 交换 律 与 结合 律 。 按 交换 律 ,和 的 定义 与 所 用 
两 矢量 1 和 矢量 2 的 顺序 无 关 。 按 结合 律 ,矢量 1、 矢 量 2 之 和 同 矢量 3 
相 加 ,其 结果 与 矢量 1 同 矢量 2. 矢 量 3 之 和 相 加 无 异 。 第 (2) 点 和 第 (3) 
点 所 确定 的 运算 称 之 为 相 乘 , 则 带 有 一 定 的 自由 性 ,我 们 分 别称 之 为 内 
职 或 标 积 ( 第 (2) 点 ) 与 外 积 或 撩 积 (第 (3) 点 )。 事 实 上 ,由 方程 


Al (a» 十 a3) 一 Qi1Q2z 十 aQ143 
表示 的 所 谓 乘 法 对 加 法 的 分 配 律 这 一 重要 性 质 ,对 两 者 均 成 立 。 例 
如 对 内 积 ,我 们 有 
X1(Xz 十 六 3) 十 Yi(Yz 十 Y3) 十 Zi(Zi 十 23) 
一 (Xi1Xz 十 YYz 十 L122) 十 (Xi1X3 十 YY 十 Zi123)。 
对 外 积 的 这 个 性 质 可 同样 简单 地 导出 。 对 去 年 冬天 我 在 讲座 中 曾 加 
以 充分 讨论 的 其 他 的 乘积 的 形式 规律 0, 我 可 以 说 乘法 交换 律 


图 13.6 


QD 见 第 一 卷 第 一 部 分 第 二 节 。 
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(a 0 一 0。4) 对 内 积 成 立 而 对 外 积 则 不 成 立 , 因 为 当 矢 量 1 和 矢 
量 2 交换 时 ,确定 外 积 的 矩阵 的 子 行列 式 改变 了 符号 。 

我 可 以 补充 一 点 ,两 极 性 矢量 的 外 积 常 被 简单 地 定义 为 一 个 矢 
量 ,而 不 过 分 强调 其 轴 的 特性 。 当 然 ,在 前 面 所 述 一 般 关 系 的 基础 
上 ,可 以 用 一 个 矢量 代替 自由 平面 度量 ,并 得 到 下 面 法 则 : 矢量 1 和 
矢量 2 的 外 积 是 一 个 长 为 rirz |sing| 天 
的 矢量 3, 它 垂直 于 矢量 1 和 矢量 2 、 
所 在 的 平面 ,其 正 向 使 矢量 1，2，3 NA _  - 
的 相互 位 置 对 应 于 正 X,，Y，Z 轴 的 
相互 位 置 (图 13.7)。 但 不 要 忘记 ,这 a 
个 定义 本 质 上 依赖 于 坐标 系 及 长 度 单位 。 

为 什么 这 样 牢 牢 地 使 用 这 种 矢量 分 析 的 语言 ,我 不 能 充分 理解 ， 
也 许 是 因为 许多 人 觉得 与 历史 悠久 的 普通 计算 运算 有 这 种 形式 上 的 
雷同 是 很 大 的 快乐 。 无 论 如 何 , 这 些 矢 量 运算 的 名 称 因 普遍 容忍 而 
一 直 使 用 至 今 。 但 是 ,在 选择 这 些 运算 ,特别 是 各 种 乘法 运算 的 确定 
符号 上 ,已 产生 了 很 大 的 意见 分 歧 。 在 前 面 的 讲座 中 @, 我 已 经 解释 、 
过 ,尽管 做 了 一 切 努力 ,仍然 存在 着 巨大 的 不 一 致 。 在 最 近 的 罗马 数 
学 大 会 上 已 成 立 一 个 国际 委员 会 ,要 求 它 提出 统一 的 符号 。 至 于 委 
员 会 成 员 之 间 是 否 能 取得 任何 一 致 ,大 量 的 数学 家 是 否 能 接受 委员 
会 的 建议 ,只 能 由 时 间 来 证 明 。 每 舒服 服 专门 躺 在 自己 那 一 套 上 的 
人 们 ,除了 在 立法 或 物质 利益 的 强制 力 下 ,是 很 难 调 和 其 分 歧 观 点 
的 。 我 在 这 里 宁可 不 谈 矢量 分 析 的 符号 ,否则 我 可 能 无 意 地 又 创造 
了 一 个 新 符号 。 

我 想 结束 这 个 讨论 而 应 强调 指出 ,就 我 们 的 一 般 立 场 而 言 ,普通 
矢量 分 析 问题 仅仅 是 非常 丰富 的 更 一 般 问 题 中 的 一 章 。 例 如 ,滑动 
矢量 、 受 约束 的 平面 度量 ,螺旋 和 力 系 等 ,严格 地 说 ,都 没有 在 矢量 分 


@” 见 第 一 卷 第 一 部 分 第 四 章 第 三 节 。 
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析 中 考虑 。 但 是 ,为 了 真正 理解 矢量 代数 本 身 的 运算 ,实际 需要 采取 
较 广泛 的 观点 来 看 得 。 只 有 这 样 , 矢 量 代 数 运算 中 所 固有 的 原理 , 即 
根据 直角 坐标 各 种 变换 下 的 性 质 而 确定 几何 量 的 原理 ,才能 得 到 充 
分 的 表达 。 至 于 涉及 这 一 切 问题 的 文献 ,我 首先 要 提 到 我 的 一 篇 文 
章 , 其 中 解释 了 一 般 的 分 类 原理 ,并 曾 特 别 将 这 个 原理 应 用 于 前 曾 
提 及 的 、 罗 伯 特 ， 波 尔 锅 士 的 螺旋 理论 。 我 还 要 提 到 EE，。 带 默 丁 
(E. Timerding) 和 M。 阿 伯 拉 罕 (M. Abraham) 写 的 刊 于 《百科 全 
书 ) 中 的 文章 (分 别 为 “Geometrische Grundlegung der Mechanik 
eines starren korpers”,《 上 百科 人 全书》 第 4 卷 第 2 分 册 , 以 及 
“ Geometrische Grund begriffe der Mechanik deformierbarer 
ko6rper”,《 百 科 全 书 ) 第 4 卷 第 14 分 册 )。 

[本 版 附 记 : 罗马 建立 的 矢量 符号 统一 委员 会 正如 预料 没有 取 
得 丝毫 成 功 。 在 随后 的 剑桥 大 会 (1912 年 ) 上 ,委员 会 成 员 不 得 不 对 
没有 完成 任务 作出 解释 ,并 要 求 将 时 间 延 长 到 下 一 次 大 会 。 那 一 次 
大 会 本 应 于 1916 年 在 斯 德 哥 尔 摩 召开 ,但 因 战 争 而 取消 。 单 位 及 符 
号 委员 会 也 遭受 了 同样 的 命运 。 它 在 1921 年 公布 了 矢量 建议 符号 ， 
立刻 招致 各 方面 的 最 强烈 的 反对 。 这 个 建议 分 布 在 Zeitschrift fiir 
angewandte Mathematik und Mechanik 第 1 卷 (1921 年 ) 第 421 页 
及 随后 部 分 ,反对 者 的 评论 公布 在 同一 杂志 的 第 2 卷 (1922 年 )。 今 
天 常用 的 矢量 运算 术语 有 其 历史 来 源 , 主要 来 自 哈密 顿 四 元 数 运算 
及 格拉 斯 曼 延 拓 理 论 。 格 拉 斯 曼 的 研究 难以 读 懂 , 一 直 不 为 德国 物 
理学 家 所 知 , 长 期 以 来 是 少数 数学 家 圈子 里 的 某 种 深奥 的 学 说 ; 为 
一 方面 ,哈密 顿 的 思想 主要 通过 麦克 斯 书 (J. Maxwell) 进入 美国 物 
理学 。 但 是 麦克 斯 韦 在 4 电 和 位 的 论文 沪 两 卷 本 ,剑桥 ,1873 年 ) 中 ， 
几乎 没有 例外 地 在 矢量 方程 中 用 分 量 表示 法 。 由 于 怕 别 人 看 不 懂 ， 


@ Zeitschrift fiir Mathematik und Physik ,第 47 卷 第 237 页 及 后 面部 分 ,以 及 《 数 
学 年 刊 》, 第 67 着, 第 419 页 。 收 入 下 ,' 克 菜 因 Gesammelte Mathematische Abhandlungen,， 
第 1 卷 , 第 503 页 及 随后 部 分 。 
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他 几乎 不 用 某 种 特殊 的 符号 ,尽管 他 认为 ,为 了 许多 物理 思考 目的 ， 
最 好 避免 引入 坐标 ,应 立刻 把 注意 力 引 回 空 间 点 而 不 是 它 的 3 个 坐 
标 , 引 向 力 的 方向 及 量 而 不 是 力 的 3 个 分 量 。 今 天 物理 学 家 的 所 谓 
矢量 运算 ,来 自 电 报 工程 师 赫 维 赛 特 (Heaviside) 及 美国 学 者 J 
W。 吉 布 斯 的 工作 。 后 者 于 1881 年 出 版 了 《矢量 分 析 初 步 》 一 书 。 
尽管 替 维 赛 特 和 吉 布 斯 一 开始 是 追随 哈密 顿 的 ,但 他 们 两 人 都 把 格 
拉 斯 曼 的 思想 接 了 过 去 ,用 于 他 们 的 运算 。 和 天 量 运算 和 格拉 斯 曼 的 
延 拓 理论 ,以 及 哈密 顿 的 四 元 数 运 算 , 是 通过 这 两 个 作者 的 著作 间接 
地 进入 德国 物理 学 的 。 把 矢量 运算 引入 德国 物理 学 家 图 子 并 仿照 赫 
维 赛 特写 法 的 第 一 本 书 ,是 A… 福 普尔 (A. F6pplD) 的 Einfiihrung in 
die Maxrwell'sche Theorie ,出 版 于 1894 年 。 格 拉 斯 曼 和 哈密 顿 两 
人 共同 之 点 在 于 各 自 的 目标 都 是 以 有 向 量 本 喘 进行 运算 ,以 后 才 过 
渡 到 分 量 。 突 出 的 是 两 人 都 把 “ 积 ” 这 个 词 的 意义 一 般 化 了 。 这 可 能 
是 由 于 他 们 一 开始 就 把 他 们 的 研究 同 两 项 以 上 复数 的 理论 联系 了 起 
来 ( 见 本 书 第 一 卷 中 关于 四 元 数 的 表述 ) 。 但 是 两 人 用 的 术语 完全 不 
同 ,前 面 已 经 指出 ,术语 “线段 "、“ 平 面 段 "“ 平 面 量 ”*“ 内 积 和 外 积 ” 
都 出 目 格拉 斯 曼 ,而 “ 纯 量 " “矢量 ”"“ 纯 量 积 "“ 和 天 量 积 ? 出 目 哈 密 
顿 。 格 拉 斯 曼 的 弟子 虽然 极其 正统 ,但 也 用 其 他 一 些 说 法 代替 了 其 
导师 的 一 部 分 适当 的 说 法 。 现 存 的 术语 是 混杂 或 经 过 修改 的 ,用 以 
表示 单独 运算 的 符号 的 使 用 ,一 直 市 有 极 大 的 任意 性 。 因 此 ,即使 对 
于 专家 ,在 数学 上 如 此 简单 的 这 个 领域 ,也 极度 缺乏 明确 的 术语 。 

本 卷 “ 平 面 上 的 格拉 斯 曼 原理 ”一 章 中 所 讲 的 原理 ,是 扫 清 这 种 
混乱 的 指导 。 据 此 原理 ,我 们 可 以 将 格拉 斯 曼 和 哈密 顿 的 理论 概括 
如 下 : 在 《 延 拓 理论 ) 中 ,格拉 斯 曼 研究 了 属于 仿 射 变换 群 0, 旦 使 坐 
标的 原点 保持 不 变 的 不 变 式 理论 。 他 这 种 研究 是 建立 在 他 以 后 发 表 
的 Vollstiazaadige Ausdehnungslehre 所 说 的 旋转 群 的 基础 上 的 ,哈密 


@ 这 些 变换 将 在 本 卷 第 五 部 分 中 讨论 。 
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顿 的 4 四 元 数 盖 书 也 是 如 此 。 哈 密 顿 在 这 里 的 分 析 步 又 是 完全 朴素 
自然 的 。 他 没有 想到 过 在 正 交 群 的 选择 上 有 任何 任意 性 。 如 果 一 方 
面 允 许 反 演 , 即 一 切 坐 标 轴 在 原点 的 反射 , 另 一 方面 又 以 多 余 而 予以 
排斥 ,那么 正如 已 经 解释 过 的 ,还 会 产生 其 他 的 分 上 疏 。 这 一 切 混乱 情 
况 最 好 用 “外 积 ( 目 由 平面 量 )”“ 矢 量 积 "及 “和 天 量 ? 的 概念 来 泣 清 。 
如 果 我 们 取 正 交 变 换 群 而 排斥 反 演 ,那么 就 没有 划 清 这 3 种 量 的 区 
别 。 为 此 ,格拉 斯 曼 在 Vollistandige Ausdehnugslehre 一 书 中 用 矢 
量 来 表示 上 自由 平面 量 ( 旋 转 指 向 的 平行 四 边 形 ) ,他 称 此 矢量 为 平面 
量 之 余 , 完 全 对 应 于 物理 学 家 记 作 矢 量 积 的 矢量 。 但 是 如 果 容 许 反 
演 , 那 么 “平面 量 ”" 和 “矢量 积 ” 就 要 看 做 是 等 同 的 几何 图 形 , 而 不 同 于 
矢量 图 形 。 这 对 应 于 物理 学 中 极 向 量 及 轴 问 量 之 间 的 习惯 区 别 。 如 
果 我 们 现在 转 到 仿 射 变换 群 上 去 ,那么 就 不 能 再 把 格拉 斯 曼 的 自由 
平面 量 和 矢量 积 看 做 是 同样 的 几何 量 。j 
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关于 基本 的 几何 图 形 ,我 想 说 的 就 到 此 为 止 , 现 在 来 研究 由 这 些 
图 形 组 合 而 成 的 较 高 级 的 图 形 。 我 将 从 历史 谈 起 ,以 便 使 你 们 对 各 
个 世纪 的 几何 发 展 获得 一 些 概念 。 

(A) 直到 18 世纪 末 , 只 有 点 被 普遍 地 用 为 基本 图 形 , 其 他 基本 
图 形 也 有 出 现 , 但 未 系统 化 。 作 为 由 点 导出 来 的 图 形 , 也 考虑 了 曲线 
和 曲面 ,以 及 由 不 同 曲线 和 曲面 组 成 的 图 形 。 让 我 们 简要 地 考虑 一 
下 这 些 图 形 有 过 怎样 的 变化 。 

(1) 在 初等 教材 ,有 时 其 至 在 解析 几何 引 论 里 ,似乎 几何 的 整体 
也 仅 限 于 直线 ,平面 .圆锥 曲线 和 二 次 曲面 。 当 然 ,这 是 非常 狭隘 的 
观点 。 即 使 古 希 腊 人 的 知识 也 部 分 地 超过 这 个 范围 ,因为 其 中 还 包 
括 十 希腊 人 当 作 ”几何 轨迹 ?来 看 的 某 些 高 级 曲线 。 不 过 这 些 内 容 从 
未 进入 普通 的 教材 。 

(2) 约 在 1650 年 , 费 马 和 篆 卡 儿 (Descartes) 开 创 了 解析 几何 ， 
不 妨 把 当时 的 前 后 知识 情况 作 一 比较 。 在 1650 年 左右 ,学 者 们 已 把 
几何 曲线 与 力学 曲线 区 分 开 来 ,前 者 特别 包括 圆锥 曲线 ,但 也 包括 现 
在 称 为 代数 曲线 的 某 些 高 级 曲线 ;后 者 包括 某 些 机 械 确定 的 曲线 , 例 
如 由 轮子 滚动 而 产生 的 摆 线 。 这 些 曲 线 大 部 分 属于 现在 所 谓 的 超越 
曲线 。 

(3) 两 类 曲线 都 包括 在 稍 后 将 定义 的 解析 曲线 范围 之 内 ,其 坐 
标 x，y 能 用 参数 上 的 解析 一 数 , 即 上 的 寡 级 数 来 表示 。 

(4) 近来 常常 考虑 非 解 析 曲 线 ,其 坐标 过 = p(7), y= 二 yl) 不 能 
展开 成 笑 级 数 。 例 如 ,由 没有 导数 的 连续 函数 定义 的 曲线 就 是 这 样 ， 
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这 里 隐约 存在 着 更 一 般 的 、 把 解析 曲线 作为 特殊 情形 的 曲线 概念 。 

(5) 最 后 ,通过 前 面 讨论 过 的 集合 理论 的 发 展 2 ,一 个 在 此 以 前 
未 知 的 概念 , 即 无 穷 点 集合 出 现 了 。 这 是 含 无 穷 多 个 点 的 一 个 总 体 、 
一 个 点 的 聚集 , 它 可 能 不 严格 地 形成 一 条 曲线 ,但 仍然 由 某 个 规律 确 
定 。 如 果 我 们 希望 在 具体 的 直 党 里 找到 某 些 与 点 集 很 好 对 应 的 东 
西 ,我 们 可 以 注视 银河 ,仔细 搜索 ,会 发 现 越 来 越 多 的 星星 。 这 里 , 抽 
象 点 集 理 论 的 真实 的 无 穷 性 ,由 近似 的 数学 的 无 穷 性 所 取代 了 。 

在 这 本 讲义 的 范围 内 ,遗憾 的 是 没有 篇 幅 来 更 详细 地 叙述 这 些 
内 容 ,特别 是 无 穷 小 几何 与 点 集 理论 ,尽管 它们 同样 是 几何 学 中 的 重 
要 部 分 2”。 不 过 它们 在 许多 专门 讲义 与 著作 中 均 有 系统 的 论述 , 因 
此 我 只 指出 它们 在 整个 几何 学 领域 中 的 地 位 ,以 便 留 出 篇 幅 , 更 充分 
地 讨论 那些 其 他 地 方 不 党 论述 的 内 容 。 

然而 ,我 还 是 要 解释 一 下 解析 几何 与 综合 几何 之 间 的 区 别 ,因为 
在 讨论 上 总 要 涉及 这 种 区 别 。 按 它们 的 原来 意义 ,综合 与 解析 是 描 
述 的 不 同方 法 。 综 合 从 细 届 着 手 , 从 而 建立 一 般 概念 ,最 后 达到 更 一 
般 的 概念 。 解 析 则 相反 ,从 最 一 般 开 始 ,分 离 出 越 来 越 多 的 细 记 。 正 
是 这 种 意义 上 的 差别 ,造成 了 合成 化 学 与 分 析 化 学 的 名 称 的 不 同 。 
类 似 地 ,在 中 学 几何 里 ,我 们 谈 几 何 结构 的 分 析 , 总 是 假设 已 找到 所 
需 的 三 角形 ,然后 把 给 出 的 问题 分 成 右 二 个 局 部 问题 。 

但 在 高 等 数学 里 ,这 些 词 却 奇怪 地 有 者 完全 不 同 的 意义 。 综 合 
几何 为 研究 图 形 而 研 究 图 形 ,不 求助 于 公式 ,而 解析 几何 则 前 后 一 贯 
地 利用 在 适当 选择 坐标 系 后 能 写 出 来 的 公式 。 正 确 的 理解 是 , 按 春 
重 于 图 形 或 公式 ,这 两 类 几何 学 只 存在 着 程度 的 差别 。 解 析 几 何如 
完全 不 讲 几 何 图 形 ,很 难 被 称 为 几何 学 ;综合 几何 除非 用 到 适当 的 公 
式 语 言 以 使 其 结果 得 到 精确 的 表达 ,也 很 难 称 得 上 是 几何 学 。 本 书 
中 ,所 用 的 处 理 方法 表示 我 们 已 经 认识 到 这 点 ,因为 我 们 -一 开始 用 公 


中 见 第 一 卷 附录 第 二 节 。 
@ 本 卷 第 壮 部 分 将 包含 有 关 的 某 些 内 容 。 
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式 , 然 后 询问 它们 的 几何 意义 。 

但 在 数学 中 和 在 其 他 领域 中 一 样 ,人 们 训 欢 分 派别 ,因而 出 现 了 
纯粹 综合 学 派 与 纯粹 分 析 学 派 , 他 们 主要 强调 绝对 的 “方法 的 纯粹 
性 ”, 致 使 十 分 片面 ,违背 了 研究 对 象 的 性 质 。 因 此 ,解析 几何 常常 脱 
离 几 何 图 形 ,陷于 育 目 的 计算 。 另 一 方面 ,综合 几何 又 人 为 地 避免 一 
切 公式 ,因此 ,除了 发 展 其 本 身 的 一 套 古 怪 的 语言 公式 以 区 别 于 普通 
公式 外 ,最 终 并 未 带 来 什么 。 这 种 片面 夸大 若干 基本 原则 以 成 其 学 
派 的 倾向 ,造成 了 某 种 僵化 的 情况 。 发 生 这 种 情况 时 ,各 派 学 科 的 进 
步 , 主 要 来 自 ^“ 外 界 人 士 ? 的 刺激 。 以 几何 学 来 说 ,首先 弄 清楚 解析 与 
非 解 析 曲 线 的 差别 的 ,就 是 函数 论 的 研究 者 ,但 这 种 差别 却 从 未 受到 
以 上 两 个 学 派 中 任 一 派 代 表 人 物 或 教科 书 的 足够 重视 。 类 似 地 , 正 
如 我 们 已 经 看 到 的 那样 ,传播 矢量 分 析 的 是 物理 学 家 ,虽然 基本 概念 
可 以 在 格拉 斯 曼 的 著作 里 找到 。 即 使 在 今天 的 几何 教材 中 ,矢量 仍 
很 少 作为 独立 的 概念 加 以 阐述 。 

不 断 有 人 建议 ,应 该 把 几何 当 作 独立 的 教学 课程 人 数学 中 分 离 
出 来 ,并 为 了 教学 的 方便 ,一 般 地 说 应 该 把 数学 分 为 几 个 科 自 。 事 实 
上 ,特别 是 在 国外 的 大 学 里 ,已 有 几何 教授 、 代 数 教授 、 微 积分 教授 等 
等 之 分 。 从 以 上 的 讨论 中 ,我 想 得 出 推断 那样 细 分 是 不 可 取 的 。 
相反 ,有 共同 研究 对 象 的 各 个 科学 分 文 , 应 容许 尽 可 能 充分 地 相互 交 
又 。 有 关 的 每 一 个 分 支 ,原则 上 都 应 看 做 是 数学 整体 的 代表 。 基 于 
同样 的 想法 ,我 赞成 在 数学 家 和 各 不 同 科学 学 科 的 代表 之 间 进 行 最 

结束 离 题 的 话 ,继续 谈 历史 发 展 的 情况 。 

(B) 现在 考虑 从 1800 年 开始 出 现 所 谓 新 几何 学 而 使 几何 研究 
受到 巨大 冲击 。 今 天 ,新 几何 学 不 如 称 为 射影 几何 ,因为 后 面 将 充分 
讨论 的 射影 运算 起 到 了 主要 作用 。 新 几何 学 这 个 名 称 现在 还 大 量 使 
用 着 ,但 实际 上 是 不 恰当 的 ,因为 从 那 时 起 ,已 经 出 现 了 许多 更 新 的 
发 展 。 射 影 几 何 的 第 一 个 开拓 者 ,我 认为 是 J.* V，。 彭 赛 列 
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(Poncelet) ,他 于 1822 年 发 表 了 《图 形 的 射影 性 质 》 一 书 。 

在 射影 几何 进一步 发 展 之 初 ,也 有 综合 与 分 析 方 向 之 别 。 第 一 类 
代表 ,我 要 提 到 德国 人 J 斯坦 纳 (J. Steiner) 和 冯 。 斯 坦 特 (Von 
Staudt) ,第 二 类 代表 除 莫 比 乌 斯 外 , 首 推 普 吕 克 。 甚 至 今天 仍 有 积极 
影响 的 这 些 人 的 葛 基 作 是 : 斯 坦 纳 的 Systematische Entwickelung 
der Abhanpgigkeit geometrischer Gestalten von etader, 洒 。 斯 坦 特 
的 Geometrische der Lage，, 莫 比 乌 斯 的 Baryzentrische 天 al 普 吕 
克 的 Analytischgeometrische Eutwikelungen 。 

如 果 要 我 提出 这 些 “ 新 ”几何 学 的 最 重要 的 指导 原则 ,我 想 首先 
介绍 下 列 思想 。 

(1) 我 要 挑选 出 来 讲 的 彭 赛 列 的 主要 成 就 ,是 他 第 一 次 突出 了 
这 样 一 个 思想 : 存在 着 与 点 具有 同等 合理 性 的 其 他 图 形 。 特 别 是 ， 
在 平面 上 可 以 选 无 限 直 线 与 点 对 照 ,在 空间 上 可 以 将 无 限 平面 与 点 


对 照 。 在 大 量 几何 定理 中 ,我 们 可 用 “ 线 ? 字 或 面 " 字 代替“ 点 " 字 ， 
这 就 是 对 偶 原理 。 
彭 赛 列 的 推导 从 互 反 的 极点 及 


极 线 理论 或 圆锥 曲线 极 性 理论 出 
发 。 众 所 周知 ,每 一 个 点 P, 相 对 于 
给 定 的 圆锥 曲线 ,确定 一 条 称 为 该 
点 极 线 的 直线 r, 它 可 以 定义 为 连接 
从 P 到 圆锥 曲线 的 两 条 切线 之 切 点 

Be 的 直线 (图 14. 1)。 反 之 ,每 条 线 和 
对 应 一 个 极点 。 从 互 反 关系 可 得 到 ; 如 果 在 + 上 有 一 点 P , 则 P 的 
极 线 x 必 通 过 P。 从 由 圆锥 曲线 建立 起 来 的 .平面 上 点 与 线 之 间 的 
这 个 一 一 对 应 关系 ,加 上 类 似 地 由 空间 二 次 曲面 建立 起 来 的 空间 点 
与 平面 的 对 应 关系 , 彭 赛 列 得 出 结论 说 ,可 用 这 种 方法 将 所 有 涉及 位 
置 性 质 的 定理 对 偶 化 ,而 使 点 与 线 或 点 与 平面 相对 应 。 一 个 著名 的 
例子 是 可 把 关于 内 接 圆锥 曲线 的 六 边 形 的 帕斯卡 (Pascal) 定理 ,对 
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偶 成 关于 圆锥 曲线 外 切 六 边 形 的 布 赖 恩 昌 (Brianchon) 的 定理 。 

(2) 对 偶 性 原理 的 深入 研究 结果 ,使 它 逐 渐 从 极 性 理论 中 分 离 
出 来 ,并 被 承认 为 射影 几何 的 一 个 特殊 组 成 部 分 中 的 推论 。 这样 美 
妙 的 系统 化 ,首先 出 现在 格 根 (Gergonne) 和 斯 坦 纳 的 著作 中 。 

因为 以 后 经 常 谈 到 这 个 学 科 , 我 现在 先 把 它 简 单 介绍 一 下 。 对 
偶 原理 可 叙述 如 下 : 在 几何 学 的 基本 概念 与 基本 和 定理 (公理 ) 中 , 空 
间 里 的 点 和 平面 ,或 限于 平面 上 的 点 和 直线 总 是 对 称 的 , 即 公 理 以 及 
由 公理 通过 人 逻辑 推导 出 来 的 定理 ,总 是 成 对 地 出 现 的 。 如 距离 . 角 等 
等 所 请 初等 几何 的 量 的 关系 ,起 初 并 不 出 现在 这 个 学 科 中 。 后 面 我 
们 会 看 到 ,这 些 内 容 是 怎样 补 进去 的 。 这 个 结构 的 组 成 如 下 ，: 

(a) 3 种 图 形 : 点 、( 无 限 ) 直线 、( 无 限 ) 平 面 ,是 最 简单 的 基本 
图 形 。 
(b) 在 这 些 基本 图 形 之 间 存 在 着 下 列 关 系 ( 称 之 为 连接 定理 或 
公理 ) : 两 点 决定 一 直线 ;三 不 共 线 的 点 决定 一 平面 ;两 平面 决定 一 
条 直线 ;三 不 共 线 的 平面 决定 一 点 。 巧 妙 地 引入 若干 额外 的 (无 穷 
远 ) 元 素 , 可 使 这 些 公 理 无 条 件 地 成 立 。 后 面 将 介绍 引入 这 种 元 素 的 
方法 。 

(c) 现在 构造 线性 基本 图 形 ( 即 由 线性 方程 解析 地 给 出 
的 图 形 ) 。 

工 . 第 一 类 基本 图 形 , 各 由 ce: 个 元 素 组 成 。 

(a) 在 直线 上 的 所 有 点 : 直线 点 域 ; 

(B) 过 一 直线 的 所 有 平面 : 平面 束 ; 

(Y) 在 平面 上 通过 一 点 的 所 有 直线 : (平面 ) 线 东 ，。 

[. 第 二 类 基本 图 形 , 各 由 ce 个 元 素 组 成 。 

(a) 平面 作为 它 的 点 的 轨迹 : 点 场 ; 

(a ) 平面 作为 它 的 线 的 轨迹 : 线 场 ; 

(B) 通过 一 固定 点 的 平面 : 平面 束 ; 

(B') 通过 一 固定 点 的 直线 : 直线 束 。 


。70 。 高 观点 下 的 初等 数学 


开 . 第 三 类 基本 图 形 , 各 由 ce” 个 元 素 组 成 。 

(a) 空间 作为 它 的 点 的 轨迹 : 点 的 空间 ; 

(B) 空间 作为 它 的 平面 的 轨迹 ; 平面 的 空间 。 

在 这 个 结构 里 ,到 处 出 现 完 全 的 对 偶 性 。 如 果 利 用 给 出 的 基本 
元 素 ,我 们 一 方面 从 点 出 发 ; 另 一 方面 从 线 ( 如 果 关 心 的 是 平面 几何 ) 
或 从 平面 (如 果 考 虑 的 是 空间 几何 ?出 发 , 则 可 以 用 两 个 相互 对 偶 的 
方法 建立 起 整个 射影 几何 结构 。 

(3) 如 果 遵 循 解析 方法 ,为 此 而 首先 问 对 偶 原 理 在 普 吕 克 理 论 
中 的 出 现形 式 ,那么 可 以 用 另 一 种 方便 的 方法 把 这 个 结论 表示 出 来 。 
如 果 和 常数 项 不 是 零 ,可 将 平面 中 的 直线 方程 写成 
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知道 了 系数 u,v 的 值 ,也 就 确定 了 这 条 直线 ,这 些 值 与 流动 坐标 广 ， 
y 以 对 称 的 形式 出 现 。 普 吕 克 的 想法 是 ,把 w v 当 作 ”直线 的 坐 
标 ”, 当 作 与 点 坐标 zx，y 是 同样 合理 的 ,而 且 有 时 代替 zx，y 当 作 变 
数 。 从 这 个 新 观点 出 发 ,z，y 具有 固定 值 , 该 方程 则 表达 一 条 变 直 
线 通 过 固定 点 的 条 件 : 这 个 点 在 直线 坐标 下 的 方程 。 最 后 ,在 所 用 
表达 式 的 形式 下 ,没有 必要 指明 它 表示 哪 一 个 图 形 。 这 些 量 中 哪 一 
对 当 作 常量 , 哪 一 对 当 作 变量 ,可 以 完全 不 确定 。 于 是 这 个 方程 所 表 
达 的 是 点 与 线 的 “联合 位 置 ” 的 条 件 。 对 偶 原 理 即 为 : 每 一 个 方程 
中 ,以 z，y 为 一 方 ,以 u,v 为 男 一 方 ,是 完全 对 称 的 。 上 面 关 于 连 
接 性 公理 所 固有 的 对 偶 性 等 等 ,都 依赖 于 这 个 性 质 。 
在 空间 ,直线 方程 当然 由 平面 方程 


z 并 十 yy 十 上 wz 十 上 一 


所 代 答 : 

根据 这 些 讨论 ,把 zx,，y, z 或 u,v, w 当 作 基本 变量 ,并 相应 地 
把 点 和 平面 两 个 词 互 换 , 就 可 解析 地 发 展 几 何 。 这 样 也 就 出 现 了 大 
家 所 熟悉 的 几何 学 的 两 个 方向 的 发 展 ,很 多 教材 中 对 这 一 点 前 有 所 
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强调 ,同一 页 上 会 并 列 出 现 对 偶 的 定理 ,中 间 用 垂直 线 分 开 。 请 稍微 
看 一 下 用 这 个 方法 导出 的 高 级 图 形 ,总 是 以 对 偶 形 式 出 现 ,在 某 种 意 
义 上 ,这 些 就 是 上 面 对 偶 线性 图 形 的 进一步 发 展 。 

首先 把 zx，y，z 当 作 参 数 上 的 ,确定 的 、 非 常数 的 函数 $9,，X, Jy。 
于 是 ,这 3 个 函数 代表 一 条 空间 曲线 ,特殊 情形 下 ( 当 $8, X,y 恒 等 地 
满足 一 个 常 系数 线性 方程 时 ) 可 以 是 一 条 平面 曲线 ,或 甚至 ( 当 它 们 
满足 两 个 这 种 线性 方程 时 ) 退 化 成 一 条 直线 。 同 样 ,考虑 u,v, 了 z 为 
t 的 函数 ,我 们 得 到 一 个 单 重 无 穷 的 平面 族 ,可 以 十 分 方便 地 把 它 当 
作 可 展 曲 面 的 切 平面 。 作 为 特殊 情形 ,以 第 一 种 情形 来 说 ,所 有 平面 
通过 一 点 , 即 形成 一 个 锥 面 的 包 络 。 以 第 二 种 情形 来 说 ,所 有 平面 都 
经 过 一 条 固定 的 直线 。 

其 次 ,如 果 把 =，y，z 当 作 两 个 参数 1 和 上 的 函数 , 则 得 到 一 个 
曲面 ,在 特殊 情形 下 ,可 以 退化 成 一 个 平面 。 它 的 对 偶 是 包围 一 个 曲 
面 的 双重 无 穷 个 平面 , 它 可 能 退化 成 过 一 点 的 平面 束 。 

兹 将 结果 列表 如 下 : 


z= $7) 曲 线 u = $7) 可 展 曲 面 
0 eit v = X(t) am 
z 一 J(t) (直线 ) zw 一 内 ti) 上 直线) 
r= $1, 7) | 而 u = $l(t, 7) | 而 
ye XC v = X(t, 1) 
Z(t) (下面) re (点 ) 


这 足以 作为 对 偶 方 式 的 一 个 例子 。 


(4) 其 至 在 普 吕 克 的 研究 里 ,这 整个 课题 的 内 容 , 也 得 到 了 重大 
的 扩充 。 正 如 他 把 平面 方程 的 3 个 系数 当 作 可 变 的 平面 坐标 一 样 ， 
他 也 曾 设 想 把 任何 几何 图 形 一 般 所 依赖 的 寿 干 常量 (如 二 次 曲面 方 
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程 的 9 个 系数 ) 当 作 这 个 图 形 的 可 变 坐 标 , 并 研究 了 可 变 坐标 之 间 的 
方程 。 当 然 , 不 能 再 谈 真 正 意义 上 的 "对偶 性 ”, 因 为 对 偶 性 依赖 于 平 
面 方程 和 直线 方程 中 系数 与 坐标 对 称 出 现 的 这 个 特殊 性 质 。 

普 如 克 目 己 用 上 述 思 想 特别 研究 了 空间 中 的 直线 ,一 条 空间 直 
线 以 点 坐标 的 两 个 方程 给 出 , 普 吕 克 将 之 写成 形式 


T=7z 十 p, yy 一 3SzZ 十 0。 


把 这 些 方程 中 的 4 个 参量 r,s, p, o 称 为 空间 的 直线 坐标 。 不 难 指 
明 , 它 们 与 前 面 根据 格拉 斯 曼 原 理 从 直线 上 的 两 点 导出 的 6 个 比 
X:Y :… :入 是 相关 的 。 普 号 克 现 在 考虑 这 4 个 坐标 之 间 的 一 个 
方程 f(r, s, p, 0) 二 0, 它 从 空间 的 四 重 无 穷 个 直线 中 分 离 出 三 重 
无 穷 个 直线 , 普 吕 克 称 之 为 直线 从 。 我 们 以 前 已 谈 过 这 个 流 形 中 的 
最 简单 情况 : 线性 处 。 两 个 方程 


flr, Ss» 0， 0) 一 地 g(r, 9 pp， 0o) = 


确定 了 也 被 称 为 射线 系 的 一 个 线 汇 。 后 一 名 称 表示 我 们 所 关心 的 ， 
是 两 个 线 从 f = 0, g = 二 0 所 共有 的 那些 直线 。 最 后 ,3 个 同类 方程 
f= g 二 hh 二 0 决定 了 一 个 单 无 穷 个 直线 族 ,这 个 直线 族 覆 盖 了 菏 个 
直线 曲面 。 

普 吕 克 在 1868 一 1869 年 名 为 Neue Geometrie des Raumes 
gepgriindet auf die Betrachtung der geraden Linie als Raumdement 2 的 
书 中 作 了 这 样 的 表述 。 该 书 第 一 部 分 快 印 完 的 时 候 他 去 世 了 ,我 作为 
他 的 助手 , 末 获 编辑 第 二 部 分 的 机 会 。 

普 吕 殉 把 任何 图 形 当 作 一 个 空间 元 系 , 并 把 它 的 常数 当 作 坐标 
的 一 般 原则 ,后 来 又 引起 其 他 一 些 有 意义 的 发 展 。 例 如 , 曾 在 莱比锡 
工作 多 年 的 著名 挪威 数学 家 索 费 斯 * 李 (Sophus Lie) ,在 他 的 球面 
几何 方面 取得 了 巨大 的 成 就 。 他 把 空间 元 素 看 做 是 像 直线 一 样 依赖 


@ 第 一 及 第 二 部 分 ,莱比锡 ,1868 年 及 1869 年 。 
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于 4 个 参数 的 球 。 其 次 ,我 要 提 到 后 一 时 期 斯 特 迪 的 Geometrie der 
Dynamem 中 ,这 种 性 质 的 一 系列 有 趣 的 研究 都 和 我 们 已 经 讨论 过 的 
“动力 坐标 ”> 有关。 

(C) 刚才 讨论 的 “新 几何 学 ”, 主 要 着 重 把 无 限 直线 和 无 限 平面 
当 作 空间 元 素来 对 待 。 但 是 ,格拉 斯 曼 自 1844 年 起 进行 的 研究 ,又 
超过 了 这 个 范围 。 他 突出 了 有 限 直 线段 .平面 片 .空间 块 ,并 按 他 的 
行列 式 原 则 对 它们 指定 了 分 量 。 这 一 次 ,我 们 已 经 彻底 讨论 过 了 。 
其 精彩 之 处 在 于 , 它 很 适应 力学 与 物理 学 的 需要 ,对 这 两 个 学 科 的 作 
用 远 远 超过 直线 几何 与 对 侦 原 理 ( 这 是 举例 来 说 )。 

当然 ,在 讨论 每 一 个 分 文 的 时 修 , 为 了 使 你 们 得 到 一 个 更 明确 的 
印象 ,我 把 以 上 这 些 不 同方 向 的 发 展 分 开 来 讲 了 ,其实 它们 绝 不 是 彼 
此 有 明确 的 界限 。 事 实 是 : 普 如 元 更 着 重 于 无 限 直 线 , 而 格拉 斯 曲 
更 着 重 于 线段 ,但 其 他 图 形 有 时 也 在 他 们 的 研究 范围 内 出 现 。 

不 过 ,我 必须 强调 ,格拉 斯 曼 绝 不 是 只 限于 研究 可 以 直接 应 用 的 
方面 。 他 自由 发 挥 他 的 创造 直觉, 使 他 的 研究 范围 远 远 超过 这 个 界 
限 。 他 的 最 重要 贡献 是 : 他 引出 nr 个 点 坐标 工 !，Zz，…，Zs 的 一 般 

念 ,取代 了 3 个 坐标 二 ， y，z, 因 而 成 了 ?2 维 空 间 R, 几何 学 的 真正 
创造 者 。 他 遵循 他 的 一 般 原则 ,考虑 了 这 样 一 个 较 高 维 的 空间 ,考虑 
了 2, 3,，…，, nn 十 1 点 坐标 的 矩阵 及 其 余子 式 ,给 出 了 R, 中 对 应 于 线 
段 . 平 面 片 的 一 系列 基本 图 形 。 我 曾经 说 过 ,格拉 斯 曼 称 这 样 创造 出 
来 的 一 个 抽象 学 科 为 扩张 理论 。 

现在 ,R; 的 概念 已 推广 到 无 穷 多 个 坐标 zi，zz，…， 所 以 已 经 
有 无 限 维 R, 空 间 之 说 了 。 大 家 不 妨 想 一 下 无 穷 级 数 的 运算 : 一 个 
医 级 数 被 它 的 无 穷 多 个 系数 总 体 所 确定 ,就 这 个 范围 而 言 , 寡 级 数 可 
作为 民 ~- 中 一 个 点 来 表示 。 由 此 可 知 ,无 限 维 R, 空 间 这 个 概念 并 不 
是 言 之 无 物 。 这 里 值得 注意 的 是 ,从 几何 上 去 谈 个 其 至 无 穷 个 变 


@@ 莱比锡 ,1903 年 。 
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量 , 这 种 方法 已 被 证 明 是 有 实用 意义 的 。 有 了 这 种 说 法 ,讨论 起 来 就 
要 比 抽象 的 解析 表达 法 生动 得 多 。 在 这 个 现象 的 后 面 有 几 分 真理 ? 
人 们 思维 的 发 展 一 般 限 于 二 维 或 三 维 空间 中 的 经 验 , 新 的 概念 是 否 
是 思维 的 上 自然 产物 ?” 这 是 要 由 心理 学 家 和 哲学 家 来 判定 的 问题 。 
言 归 正 传 ,我 想 稍 向 仔细 讨论 一 下 融 维 流 形 , 它 作 为 格拉 斯 竖 基 
本 流行 的 组 合 , 特 别 是 天 量 的 组 合 ,可 以 和 我 们 曾 讨论 过 的 点 .平面 
等 等 的 组 合并 列 。 这 里 ,我 们 进入 了 实 矢量 分 析 的 进一步 研究 。 由 
于 险 密 顿 的 功劳 ,这 已 成 为 力学 和 物理 学 中 最 有 用 的 工具 之 一 。 我 
向 你 们 推荐 哈密 顿 的 “四 元 数 基础 *, 以 及 前 已 提 及 的 杰出 的 美国 数 
学 家 吉 布 斯 的 “矢量 分 析 ”P。 
除了 我 们 已 玖 悉 的 天 量 与 标量 概念 外 ,这 里 还 要 加 一 个 新 概念 ， 
就 是 这 些 量 与 空间 的 点 的 联系 。 对 空间 的 每 一 个 点 ,我 们 指定 一 个 
确定 的 标量 S = f(z，y，z)，, 于 是 我 们 说 形成 一 个 标量 场 。 男 一 方 
面 ,对 空间 每 一 个 点 ,我 们 附 以 一 个 确定 的 矢量 


X= #7z, Vy， 过) .= Vy， 各) 2 Vy， 过 


并 称 这 些 矢 量 的 总 体 为 一 个 矢量 场 。 

以 这 种 方法 ,引出 了 现代 物理 学 中 处 处 都 用 到 的 两 个 最 重要 的 
几何 概念 。 其 广泛 应 用 的 例子 很 多 ,只 要 回忆 几 个 就 够 了 。 始 终 被 
当 作 位 置 函数 看 的 质量 分 布 密 度 、 温 度 和 一 个 连续 延伸 系统 的 势能 ， 
都 是 标量 场 的 例子 。 在 每 一 点 有 一 个 确定 的 力作 用 的 力 场 ,是 矢量 
场 的 典型 例子 。 我 还 可 以 补充 下 列 例子 。 在 弹性 理论 中 , 当 我 们 对 
变形 体 的 每 一 点 指定 一 个 表明 该 处 位 移 的 大 小 与 方向 的 有 向 线段 
时 ,就 有 一 个 变形 体 的 位 移 场 , 它 也 是 一 个 矢量 场 。 类 似 地 ,流体 动 
力学 中 的 速度 场 ,电动 力学 中 对 每 一 点 指定 一 个 确定 的 电 矢量 与 磁 
矢量 的 电磁 场 , 都 是 矢量 场 的 例子 。 因 为 在 电磁 场 中 每 一 个 点 上 都 


D E.，B.: 威 尔 进 (E. B. Wilson) 纳 辑 , 纽 约 ,1901 年 。 


第 十 四 章 导出 的 流 形 。75， 


可 以 把 轴 性 的 磁场 强度 矢量 和 电场 强度 的 极 性 矢量 结合 而 成 一 个 螺 
旋 , 所 以 电磁 场 也 可 以 作为 一 个 螺旋 场 的 例子 。 

哈密 顿 曾 说 明 ,怎样 以 最 简单 的 方式 把 微 积分 学 方法 应 用 于 
这 些 场 中 。 为 此 ,关键 是 要 说 明 , 空 间 一 总 的 位 移 方 问 由 微分 dz， 
dy,， dz 的 比例 确定 ,微分 dz，dy，dz 代表 一 个 自由 矢量 , 即 它们 在 
坐标 变换 下 的 性 质 和 自由 矢量 的 分 量 一 样 。 它 们 是 通过 点 x，y， 
z 的 一 个 小 线段 的 坐标 过 渡 到 极限 而 产生 的 ,由 此 不 难 推出 上 述 


道理 。 
更 为 重要 但 也 较 难 掌握 的 是 第 二 点 , 即 偶 微 分 符号 
2 
9z 9y az 


也 具有 自由 矢量 的 分 量 的 特性 , 即 如 转 到 一 个 新 的 直角 坐标 系 x ， 
A :相对 于 原 符号 的 性 质 与 一 个 矢量 (特别 


az 9y 
是 一 个 极 性 矢量 ?的 坐标 变换 性 质 一 样 。 
如 采用 坐标 系 的 旋转 


| 一 ax 十 biy 十 CiZ， 


y 一 cz 十 加 y 十 czz， (1) 
z 一 Qs 十 Bay 十 csz 
就 马上 明白 了 。 以 前 已 指出 过 ,这 些 旋转 公式 具有 这 样 的 特性 ,只 要 
对 其 中 系数 进行 行 与 列 的 交换 , 即 可 求 得 它们 的 解 
六 一 az 十 azy 十 asz’， 
thy to (2) 
xz 一 ciz 十 coy 十 csz 。 
如 果 我 们 有 x，y， z 的 任 一 函数 ,通过 (2) 式 ,我 们 可 将 其 表示 为 x ， 
y， 的 函数 。 据 已 知 的 微分 法 则 ,我 们 有 
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9 gz 9 gy 9 dz 
az ar ar ay gr dz ax 

9 

gx 


or 9 9y 9 gz 
9y dy ay dz dy 


dy 
9 9 ox 9 dy 9 9z 


dz 97x dz ay az gz gz 


从 (2) 式 立即 可 得 了 对 光 ， y 的 导数 ,于 是 有 


gq 9 9 0 
7 一 Cl zt 和 EE 


0 

9 9 9 

5 2 537 十 人 3 

9 9 9 9 

Ee 一 43 3z to a 5 
和 (1) 式 相 比 较 , 表 明 它 与 点 坐标 变换 公式 一 致 ,因此 与 矢量 分 量 的 
变换 公式 一 致 。 

还 有 简单 得 多 的 计算 也 可 以 证 明 , 在 坐标 系 平移 时 ,3 个 符 

i 访 ' 元 不 改变 ,但 在 反 演 变换 下 改变 符号 ,于 是 上 述 性 质 得 


正 。 尖 实 在 的 ,我 们 没有 考虑 长 诬 单位 政变 时 的 情况 ,没有 考 上 因 
次， 如 果 加 以 计算 ,我 们 会 发 现 偏 微 分 符号 的 因 次 为 一 1, 因 为 坐标 
的 微分 在 分 母 中 出 现 。 

我 们 现在 用 哈密 顿 矢量 算 符 3， 元 } 进 行 前 边 用 矢量 所 


进行 的 那些 运算 。 首 先 要 指出 ,作用 在 函数 f(x，y， z) 上 的 算 符 元 


运算 的 结果 , 即 耻 可 以 用 符号 形式 称 为 之 与 了 的 乘积 ,因为 就 这 里 


所 涉及 的 乘法 的 形式 规律 ,特别 是 分 配 律 


9(f 十 8) 9f 98 
ar ar gr 
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而 论 ,对 这 种 乘积 是 成 立 的 。 
现在 , 设 给 出 一 个 标量 场 S = f(x，y，x), 用 哈密 顿 算 符 的 分 
量 按 刚才 说 明 的 意义 乘 这 个 标量 , 即 设 我 们 形成 天 量 


9f 9f of 


ax gay gz 
前 面 我 们 已 看 到 ,一 个 标量 乘 以 一 个 矢量 仍 是 一 个 矢量 。 因 为 在 这 
个 定理 的 证 明 中 只 用 到 我 们 的 算 符 乘法 所 保持 的 那 种 乘法 性 质 ,于 
是 推出 ,这 个 标量 场 的 3 个 偏 导数 确定 了 一 个 依赖 于 zx，y, xz 的 矢 
量 , 因 此 是 一 个 矢量 场 。 这 个 标量 场 与 矢量 场 之 间 的 联系 与 坐标 系 
的 选择 无 关 。 将 矢量 的 符号 改变 后 ,借用 气象 学 的 术语 ,这 个 矢量 场 
称 为 标量 场 的 梯度 。 因 此 ,在 报纸 上 常见 的 气象 图 里 ,每 一 点 的 空气 
压力 用 一 个 标量 场 S 表示 , 国 出 了 S= 常 量 的 曲线 ,并 标 上 对 应 的 S 
值 。 于 是 , 梯度 给 出 了 气压 下 降 最 快 的 方向 ,并 始终 垂直 于 这 些 
曲线 。 
由 于 和 天 量 分 量 X, Y, Z 总 能 形成 一 个 标量 X ?十 六 十 2 ， 因此 ， 
从 标量 的 梯度 可 以 得 到 一 个 新 的 标量 场 


a a a 

的 | es : 
它 必然 以 一 种 和 坐标 系 无 关 的 方式 与 梯度 ,从 而 与 原来 的 标量 场 相 
联系 。 此 标量 等 于 梯度 的 长 度 的 平方 ,或 称 为 标量 场 f 的 斜率 的 


下 为: 
应 用 同样 的 原则 ,使 每 个 分 量 形 式 地 自 乘 , 即 施 以 两 次 同样 的 运 


算 , 就 可 从 矢量 算 符 闻 ， 六， 元 得 到 一 个 算 符 标量 ,这 样 产 生 了 运算 


因而 , 它 具 有 标量 的 特性 , 即 它 在 坐标 变换 下 是 不 变量 。 如 采用 这 个 
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标量 乘 以 标量 场 f ,必然 又 得 到 一 个 标量 场 

7 

gz 9y az2 
它 与 前 者 的 关系 是 独立 于 坐标 系 的 。 如 果 设 想 一 个 流体 在 一 个 场 
里 流动 ,其 初始 密度 为 1, 其 在 每 一 点 的 速度 由 f 的 梯度 给 出 , 则 
在 第 一 个 瞬时 df, 每 点 密度 的 增加 等 于 这 个 标量 乘 以 dt。 因 此 ， 
我 们 称 


了 六 
0 | 


为 的 梯度 的 散 度 ， 

以 前 , 按 拉 梅 (Lamé) 的 习惯 , 常 称 一 个 标量 场 S= f(x, y， 之 ) 
为 一 个 点 函数 ,而 称 与 它 相 联系 的 第 一 个 标量 场 { 式 ) + ( 世 ) 二 
( 艺 ) 为 第 一 微分 参数 , 称 另 一 一 标量 场 (了 十 2 二 2 ) 为 第 二 


微分 参数 。 

用 类 似 的 方法 ,现在 把 我 们 的 天 量 算 符 与 一 个 给 定 的 ( 极 性 ) 和 天 
量 场 

X= $xz, Yy，, 之 ) YY XC, y， Zz) 4 = YY， Zz) 
联系 起 来 。 当 然 ,我 们 会 用 已 建立 的 两 个 矢量 的 两 类 乘法 来 实现 这 
一 点 。 

(a) 通过 内 积 得 到 一 个 标量 ,用 已 熟悉 的 算 符 乘法 记号 ,可 将 其 
写成 


第 十 四 章 导出 的 流 形 。79， 


和 原 给 的 矢量 场 的 关系 与 坐标 系 无 关 。 按 上 面 已 确定 的 定义 , 称 为 


这 个 矢量 场 的 散 度 。 
(b) 通过 外 积 得 到 和 矩阵 
9 9 9 
dr gy dz|, 
兴起 
它 的 3 个 行列 式 为 


dy dz gz dr gz 9g9y 


按 前 面 的 说 明 ,这些 行列 式 定 义 了 一 个 平面 度量 ,或 在 相应 情况 下 年 
义 了 一 个 轴 性 天 量 或 一 个 轴 性 天 量 场 。 这 两 个 天 量 场 之 间 的 关系 ， 
仍 与 坐标 系 的 选择 无 关 。 按 麦克 斯 韦 的 定义 ,这 个 场 称 为 原来 场 的 
旋 度 。 

通过 系统 的 几何 研究 ,我们 得 到 了 物理 学 家 在 各 种 天 量 场 的 研 
究 中 必须 用 到 的 各 种 量 。 但 我 们 所 研究 的 是 纯粹 几何 学 。 我 必须 再 
三 强调 的 原因 ,是 因为 这 些 内 容 前 前 被 认为 属于 物理 学 的 范围 ,因而 
是 物理 书 或 物理 读 上 讨论 的 ,而 不 是 几何 学 的 讨论 内 容 。 其 实 这 种 
态度 是 完全 没有 理由 的 ,只 能 当 作 历 史 发 展 的 残 痕 才 能 理解 。 时 机 
成 熟 时 ,物理 学 就 不 得 不 创造 它 所 第 要 的 ,而 又 不 能 从 数学 里 随手 拿 
来 的 工具 。 

这 里 也 存在 着 我 在 分 析 里 常常 提 及 的 同样 的 误解 。 在 时 间 
的 推移 过 程 中 ,物理 学 提 及 了 各 种 各 样 需要 数学 来 解决 的 问题 ， 
因此 常常 对 数学 创造 宝贵 的 刺激 。 但 时 至 今日 ,数学 的 教学 , 特 
别 是 中 学 数学 的 教学 ,对 这 个 变化 仍 未 注意 。 它 还 是 照 多 少 个 
世纪 以 来 所 遵循 的 老 规矩 办 ,让 物理 学 费劲 地 自己 来 解决 自己 
的 工具 问题 ,尽管 这 些 问 题 可 以 为 数学 教学 提供 比 传统 读 题 要 
合适 得 多 的 材料 。 你 们 看 到 ,在 知识 界 也 存在 惯性 定律 ,一 切 都 
沿 旧 的 直线 轨道 移动 ,一 切 改变 ,一 切 向 新 的 与 现代 方法 的 过 
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渡 ,部 直到 强大 的 阻力 。 

第 一 部 分 的 主要 内 容 就 到 此 为 止 ,这 一 部 分 已 对 我 们 讲 了 各 类 
几何 流 形 .几何 对 象 。 下 面 将 讨论 一 个 特殊 的 几何 方法 , 它 对 这 些 流 
形 的 更 精确 的 研究 具有 十 分 重大 的 意义 。 


现在 我 们 要 讲 的 是 科学 的 几何 学 中 最 重要 的 一 个 章节。 我 要 在 这 里 
特别 指出 的 是 ,这 一 章 的 基本 思想 和 较 简 单 的 部 分 可 以 为 中 学 教学 提供 
十 分 有 益 的 材料 。 可 以 说 ,几何 变换 无 非 是 简单 的 函数 概念 的 推广 , 而 后 
者 正 是 现代 数学 教改 运动 所 力图 推行 的 中 心 内 容 。 

我 的 讨论 从 组 成 几何 变换 的 最 简单 一 类 的 点 变换 开始 。 点 的 变换 使 
点 保持 为 空间 元 素 , 即 变换 使 每 个 点 变 成 对 应 的 另外 的 点 ,而 其 他 类 变换 
则 把 点 变 成 直线 .平面 、. 球 等 等 其 他 空间 元 素 。 这 里 ,又 要 把 解析 方法 放 
到 第 一 位 ,因为 我 们 常常 能 用 解析 方法 对 事实 作出 表述 。 

点 变换 的 表达 式 是 分 析 中 所 谓 新 变量 x ,y , x 的 引入 : 


Z = 9(x, y, z),， 
|， = XC 
z = yx, y, z)。 
我 们 可 以 用 两 种 几何 方式 解释 这 个 方程 组 ,又 可 以 称 之 为 主动 的 和 被 动 
的 方式 。 被 动 方程 组 ,表示 坐标 系 的 一 个 改变 , 即 对 具有 给 定 坐 标 z，y， 
z 的 一 个 点 ,指定 新 的 坐标 x ，y ，>z 。 在 讨论 直角 坐标 系 的 变换 时 ,我 们 
已 经 了 解 了 这 个 意思 。 对 一 般 函 数 p, X, 4 而 言 ,这 些 公式 当然 包含 更 多 
其 他 类 型 的 坐标 系 的 变换 >* 例如 三 线 坐 标 . 极 坐标 .椭圆 坐标 的 变换 等 。 
与 此 相反 ,主动 ,解释 为 保持 坐标 系 固 定 而 改变 空间 。 对 每 个 点 z， 
， 2z 令 点 Lo y ， z 与 之 对 应 ,因而 事实 上 是 一 个 空间 变换 。 今后 我 们 将 
采用 这 个 概念 。 
如 果 再 考虑 以 前 代表 平移 .旋转 、 反 射 或 长 度 单位 改变 的 4 组 公式 
( 按 被 动 意义 ,参阅 第 一 部 分 ,第 二 章 第 三 节 ), 而 现在 用 主动 意义 来 解释 
它们 , 那 就 得 到 点 变换 的 第 一 批 例子 。 不 难看 到 ,前 两 组 公式 ,相对 于 不 
可 移动 的 坐标 系 , 分 别 代表 空间 (想象 为 刚体 ) 的 平移 和 绕 点 O 的 旋转 。 
第 三 组 公式 ,给 出 空间 点 对 原点 O 的 反 演 ( 相 对 于 O, 每 点 xX，y， z 变 为 与 
它 对 称 的 点 一 x， 一 y， 一 z, 见 图 1)。 
最 后 一 组 公式 表示 以 O 为 中 心 的 空间 
的 相似 变换 。 O 
我 们 现在 从 一 组 特别 简单 的 点 变换 , 即 
所 谓 仿 射 变换 开始 进行 研究 ,这 一 组 变换 把 
前 述 一 切 情 形 缘 作为 特例 包括 在 内 。 


Pp 


第 十 五 章 
仿 射 变 换 


当 x， y ， z 是 工 ， YY， 之 的 线性 整 困 数 时 , 怠 解 析 地 定义 了 一 个 
仿 射 变换 
x 一 QZ 十 责 y 十 cz 十 中 ， 
y 一 QzX 十 bzy 十 C2z 十 dz， (1) 
z 二 a3X 十 byy 十 C3z 十 ds。 


这 个 名 字 起 源 于 竟 比 马 斯 和 欧 拉 ,意味 着 在 这 样 的 变换 中 ,无 穷 
远 点 仍 对 应 于 无 穷 远 点 。 于 是 ,在 某 种 意义 下 ,空间 的 “末端 "保持 不 
变 。 事实 上 ,这 些 公式 立即 表明 ,x ,yy ,x 与 x+,，y, z 一 起 变 为 无 
穷 。 后 面 要 讨论 的 一 般 射 影 变换 则 相反 ,那里 x’, y ,xz 是 分 式 线性 
铺 数 ,因而 某 些 有 限 点 将 变 到 无 穷 。 仿 射 变换 在 物理 学 中 以 “均匀 变 
形 ” 的 名 称 起 到 重要 作用 。“ 均 匀 ”( 与 非 均 匀 相 比 ) 意 味 着 系数 与 所 
考虑 的 空间 内 的 位 置 无 关 。 变形” 告诉 我 们 ,任何 物体 的 形状 一 般 
通过 变换 会 改变 。 

变换 (1) 包 括 : 平行 于 3 个 坐标 轴 移 动 d1，4d;，d; 的 平移 ,加 上 
保持 坐标 原点 不 变 的 齐 次 线性 变换 (中 心 仿 射 变换 ) 

ZX 一 QZ 十 页 ?十 ciz， 
| 一 az 工 十 py 十 czz， (2) 
xz 一 aszx 十 bsy 十 C3z。 


这 一 变换 更 便于 运用 。 我 们 从 方程 组 (2) 的 考虑 开始 。 
(1) 我 们 考虑 解 方程 组 (2) 的 可 能 性 。 正 如 行列 式 理 论 所 表明 
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的 ,关键 在 于 变换 系数 组 成 的 行列 式 


Ul bi C1 


A 一 (3) 


Q2 Do ca? 


U3 b C3 


是 否 为 零 。 后 面 我 们 再 考虑 4A=0 的 情况 ,现在 将 假设 A 关 0, 于 是 
(2) 式 具有 的 形式 为 
a QI 2 bly 十 ciz- 
| 一 02z 二 bsy 十 czz (4) 
zo 二 Cd 二 0 二 Cd 
的 唯一 解 ,其 中 01， ” G3 是 A 的 代数 余子 式 除 以 A。 因此 ,每 点 4， 
Vy， Zz, 加 以 说 不 仅 对 应 一 点 x 9 9 2 9 而 且 只 对 应 这 一 点 ,而 从 9 
y，z 到 z，y， zx 的 变换 也 是 仿 射 变换 。 
(2) 我 们 现在 问 ,空间 流 形 在 这 些 仿 射 变换 下 的 情况 如 何 ” 我 
们 先 考虑 平面 
AXxr++By+++Cz+D=0,。 
将 (4) 式 的 x，y, z 代入 其 中 ,作为 对 应 流 形 的 方程 ,我 们 得 
A 十 By Cz 十 =0, 
其 中 有 AA， ”9 D 是 变换 系数 和 A ， “*"， D 的 某 些 组 合 , 根 据 (1) 式 ,我 
们 看 到 第 二 个 平面 上 的 每 一 个 点 从 第 一 个 平面 上 的 一 个 适当 点 产 
故 必 然 得 出 每 条 直线 对 应 男 一 条 直线 。 英 比 乌 斯 称 这 种 性 质 的 变换 
为 共 线 变换 ,因为 它们 表达 了 3 个 点 的 “ 共 线 性 ”, 即 位 于 一 条 直线 的 
性 质 。 因 此 , 仿 射 变换 是 共 线 性 的 。 
如 果 用 同样 的 方法 研究 二 次 曲面 


Az 十 2Bzy 十 Cy 十 … 一 0， 
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将 方程 组 (4) 的 z，>，z 代 人 ,我 们 得 到 一 个 二 次 方程 。 因 此 , 仿 射 
变换 将 每 个 二 次 曲面 变 成 男 一 同类 曲面 。 同 样 地 ,将 nn 次 曲面 变 成 
另 一 个 同 次 曲面 。 

以 后 ,我 们 会 对 那些 对 应 于 球面 的 曲面 表现 出 特别 的 兴趣 。 首 
先 , 它 们 应 是 二 次 曲面 ,因为 球面 是 这 一 类 中 的 特殊 曲面 。 但 因 球面 
上 所 有 点 都 是 有 限 的 ,所 以 它们 当中 没有 点 能 变换 至 无 穷 远 , 变换 后 
的 曲面 必然 是 整个 处 于 有 限 区 域内 的 二 次 曲面 , 即 必须 是 椭 球 面 。 

(3) 我 们 看 看 具有 分 量 关 二 XX 一 zz，Y 二 yy 一 yz，Z== Xi 一 2 
的 自由 矢量 将 发 生 怎样 的 变化 。 将 (2) 式 用 于 点 1 和 点 2 的 坐标 ,对 
于 相应 线段 1 2 的 分 量 X 二 zi! 一 2 并 ， Y= yi — yz， 及 一 z! — zz， 
我 们 有 


Y 一 CA 十 YY 十 cy (5) 


» 一 Ca 和 十 DY 十 cl， 
2 == 43 及 十 23Y 十 CIs 


由 此 可 知 ,这 些 新 分 量 只 依赖 于 X, Y，2Z ,而 不 依赖 于 坐标 zi ，y， 
zx; Tz，Y2，z 的 个 别 值 , 即 所 有 具有 同样 分 量 X, Y, Z 的 线段 1 2， 
对 应 于 具有 同样 分 量 X,Y ，Z 的 线段 1 2 。 换 句 话 说 , 仿 射 变换 
将 自由 矢量 变 成 男 一 个 自由 矢量 。 这 个 结论 的 内 容 比 一 条 直线 总 对 
应 另 一 条 直线 的 结论 要 丰富 。 设 我 们 在 两 条 平行 线 上 取 具 有 同样 正 
向 的 两 相等 线段 。 由 于 这 些 线段 代表 同样 的 目 由 和 天 量 , 因 此 对 应 的 
两 线段 必然 表示 一 个 同样 的 矢量 , 即 必 平 行 、 相 等 并 有 同样 的 正 向 
(图 15. 1) 。 每 个 平行 线 族 仍 对 应 于 平行 线 族 ,而 其 上 的 相等 线段 ， 
对 应 于 相等 线段 。 这 些 性 质 是 很 重要 的 ,因为 不 难 指 出 ,一 般 情 况 
下 , 仿 射 变换 会 改变 线段 的 绝对 长 度 和 两 直线 间 的 交角 。 

(4) 让 我 们 考虑 在 同一 条 直线 上 不 等 长 的 两 个 天 量 。 乘 以 标量 
后 ,其 中 之 一 可 以 变 为 男 一 个 矢量 。 因 为 (5) 式 中 的 X,Y ,ZZ 是 
X,Y, Z 的 齐 次 线性 孙 数 。 对 应 的 两 矢量 将 相差 同样 的 一 个 标量 因 
子 , 这 表明 它们 之 间 的 长 度 关系 和 原来 两 天 量 的 一 样 。 我 们 可 以 将 
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多 导 


这 一 点 叙述 如 下 : 在 一 个 仿 射 变换 下 ,对 应 的 两 条 下 线 是 “相似 ”的 ， 
即 在 两 条 直线 上 对 应 的 线段 有 相同 比值 。 

(5) 最 后 比较 两 个 四 面体 的 体积 

T= 二 (1, 2, 3, 4) 和 T= (1 , 2 , 3’, 4 )。 我 们 有 


/ / / 


f Hd 

T2 y2> xz» | 
/ Hd 
/ Hd 

aTr toy 十 cl2 aortboy tc asritoby ter 1 

azz thy taza 42 好 十 0222 十 C22 043 好 2 十 3 十 22 1 

C13 十 Dy3 ti 之 3 C2 过 3 十 0233 十 Cos C33 十 2373 十 c3z3 ] 

014 tho to a thy car aszy bytcary 1 

或 应 用 已 知 的 行列 式 相 乘 的 定理 ,有 

Qal bl C1 


0 

az pb cz 0 TX2 yz 2 
0 
] 


| 一 -< a | 一 < | 一 < 
be 


第 一 个 因子 是 A, 第 二 个 是 6T, 故 有 TT = A，T。 在 仿 射 变换 下 ,所 
有 四 面体 体积 ,从 而 所 有 空间 体积 (作为 四 面体 体积 之 和 或 此 和 之 极 
限 ) , 变 为 乘 以 代 换 行列 式 A 这 个 毅 数 因子 。 
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这 几 个 从 仿 射 变换 的 解析 定义 推出 来 的 定理 ,足以 使 我 们 对 这 
种 变换 获得 一 个 清晰 的 几何 概念 。 它 们 的 证 明 比 通常 给 出 的 要 简 
单 , 因 为 我 们 从 矢量 概念 中 已 获得 适当 的 表达 手段 。 

如 果 从 坐标  y，z 的 空 
间 R 内 的 球面 出 发 , 则 可 对 仿 
射 变换 获得 一 个 最 清晰 的 概 
念 。 正 如 我 们 已 经 知道 , 这 个 
球 永 远 对 应 于 坐标 zx，y ，xz 
的 空间 R 内 的 一 个 椭 球 。 如 果 
考虑 球 内 的 一 个 平行 弦 族 , 则 
根据 第 C3) 点 ,它们 将 对 应 于 桶 球 的 平行 弦 族 (图 15. 2)。 又 因 对 应 
的 直线 是 相似 的 (根据 第 (4) 点 ), 故 球 弦 的 中 点 必然 对 应 于 椭 球 弦 的 
中 点 。 因 为 球 的 弦 族 的 中 点 在 一 个 平面 上 , 故 按照 第 (2) 点 的 基本 性 
质 , 椭 球 弦 的 各 中 点 必然 也 在 一 个 平面 上 ,我 们 称 之 为 椭 球 的 一 个 直 
径 平面 。 现 在 , 球 的 所 有 直径 平面 .包含 其 中 心 M, 它 平分 通过 它 的 
每 个 球 的 弦 ( 球 的 直径 ) ,因此 ,对 应 的 M’( 椭 球 的 中 心 ) 位 于 每 一 个 
直径 平面 并 平分 通过 它 的 每 条 弦 ( 椭 球 的 直径 )。 

注意 ,什么 对 应 于 球 的 3 个 互相 垂直 的 直径 平面 系 ,也 是 很 重要 
的 。 这 个 平面 系 显然 有 着 这 样 的 特性 , 即 3 个 平面 中 每 一 个 平分 平 
行 于 另 两 平面 交 线 的 纺 。 这 个 性 质 在 仿 射 变换 下 仍 得 以 保持 。 因 
此 ,球面 的 无 穷 多 组 3 个 互相 垂直 的 直径 平面 ,每 一 组 都 对 应 于 椭 球 
的 3 个 直径 平面 ,使 得 平行 于 其 中 两 平面 交 线 的 弦 被 第 3 个 平面 平 
分 。 这 样 的 平面 组 称 为 3 个 共 罗 直 径 平面 ,它们 的 交 线 称 为 3 条 共 
统 直径 。 

我 假设 你 们 已 经 知道 一 个 椭 球 包含 有 3 条 所 谓 主轴 , 即 3 条 互 
相 垂 直 的 共 罗 直径 。 根 据 前 述 ,空间 R 内 球面 必然 有 3 条 彼此 垂直 
的 直径 ,在 仿 射 变换 下 对 应 于 它们 。 为 简单 起 见 , 设 椭 球 与 球 的 中 心 
分 别 为 R' 和 R 的 原点 ,通过 适当 旋转 ,使 这 两 组 互相 垂直 的 直径 分 
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别 为 空间 R 中 的 zx ，y，>* 轴 和 空间 R 中 的 x，y, z 轴 。 至 于 这 里 
可 任意 设想 旋转 的 是 空间 轴 或 坐标 轴 , 在 任 一 情况 下 ,这 个 过 程 受 我 
们 考虑 过 的 特殊 类 型 的 线性 齐 次 坐标 变换 的 影响 。 由 于 接连 几 个 线 
性 齐 次 变换 总 是 产生 同类 型 的 另 一 变换 ,因此 将 R 变 成 R 的 变换 方 
程 ,在 新 坐标 下 ,将 具有 形式 (2): 
Z =axrhy+cz, 
. ; 一 42 工 十 by 十 czz， 
z 二 CQ3 并 十 by 十 csz。 


这 样 选择 新 坐标 系 ,就 使 x 轴 对 应 于 xz 轴 , 即 当 y = 二 z= 二 0 时 ,也 有 
y 二 x 一 0。 由 此 推出 az = as = 0, 同 理 可 得 = 6b; = c= 二 cz = 
0。 如 果 不 考 虑 附带 的 旋转 , 则 每 个 仿 射 变换 就 是 所 谓 的 “纯粹 仿 射 
变换 ” 


X 一 Ar， 
= yy， 其 中 A 所 0， (6) 
z 一 次 ， 

或 按 物 理学 家 的 说 法 ,是 一 个 纯 应 变 。 我 们 可 用 下 列 简 单方 法 对 这 
些 方程 作出 几 种 解释 : 空间 沿 平行 于 z 轴 方 向 被 拉 长 4 倍 ( 如 | 去 
], 则 为 压缩 ) ,如 4<<0, 则 加 上 对 工 轴 的 反射 ;对 其 他 两 个 坐标 方 问 ， 
则 分 别 为 &g 倍 和 v 倍 。 简 言 之 ,我 们 可 以 把 一 个 纯 仿 射 变换 当 作 空 
间 沿 3 个 互相 垂直 的 方向 均匀 拉 伸 。 这 就 是 最 清楚 的 一 个 几何 
解释 。 
如 有 果 可 用 倾斜 的 平行 坐标 轴 , 这 些 关 系 就 更 为 简单 ,在 空间 天 
任 取 一 直角 或 斜 角 的 坐标 轴 x，y，z, 不 改变 原点 的 位 置 , 我 们 选用 
对 应 于 它们 的 线 为 R 内 的 轴 z ，y ，z 。 新 轴 一 般 是 斜 的 ,具有 固 
定 原点 的 .从 直角 坐 标 变换 成 斜 角 坐 标的 变换 公式 ,是 (2) 式 的 线性 
齐 次 方程 。 由 于 两 个 这 样 变换 的 组 合 仍 是 同类 的 变换 ,因此 即使 应 
用 上 述 斜 角 坐 标 系 , 仿 射 变换 的 方程 必然 具有 (2) 式 。 但 在 我 们 所 选 
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的 坐标 轴 下 ,它们 必然 把 R 的 3 个 轴 变 换 为 R 的 那 3 个 轴 。 在 重复 
上 面 的 讨论 后 ,可 以 得 出 结论 : 方程 组 实际 上 化 为 (6) 式 。 因 此 ,如 
果 把 两 个 对 应 的 3 条 轴 选 用 各 自 的 ( 斜 ) 平 行 坐标 系 的 轴 , 仿 射 变换 
的 方程 具有 简单 的 特殊 (6) 式 。 

与 我 们 的 讨论 相 联 系 , 提 出 了 一 个 问题 ,就 是 要 找 一 个 能 进行 仿 
射 变换 的 机 械 装置 。 这 个 问题 是 我 在 1908 一 1909 年 冬 讲授 力 学 课 
时 提出 来 的 ,后 来 找到 了 一 个 漂亮 的 解决 方案 。 最 好 的 方案 是 R。 
雷 马 克 (R. Remak) 的 方案 ,他 既 考 虑 了 基本 思想 ,又 考虑 这 部 机 械 
装置 的 适当 形式 。 他 利用 一 种 所 谓 “Niirnberg 剪刀 串 ” 作 为 运动 装 
置 ,这 种 装置 是 用 构成 一 串 相似 平行 四 边 形 的 杆 贸 接 而 成 的 链 。 相 
连 两 平行 四 边 形 所 共有 的 各 角 点 S。 ，S1! ，S:，…， 在 匀 接 系统 的 各 
种 变形 下 ,在 连接 的 直线 g 上 形成 相似 的 点 列 , 变 成 平行 四 边 形 的 
公共 对 角 线 (图 15. 3)。 如 果 我 们 把 3 把 这 样 的 “剪刀 ”在任 一 角 点 S 
处 连接 起 来 形成 一 个 三 角形 , 则 所 有 角 点 组 成 的 点 系 将 随 整 个 贸 接 
系统 的 每 一 变化 而 发 生 仿 射 变换 。 我 们 用 剪刀 的 两 条 对 角 线 作成 一 
个 和 斜 角 坐 标 系 ( 图 15. 4) ,就 会 明日 这 一 点 。 如 果 在 三 角形 的 任 两 点 
S 之 间 插 入 男 外 的 同类 的 剪刀 ,并 考虑 它们 的 角 点 S, 那 就 能 得 到 经 
过 同样 仿 射 变换 的 附加 的 点 (图 中 , 这些 剪 刀 由 其 对 角 线 表示 )。 根 
据 这 个 原则 ,我 们 能 为 各 种 可 变 的 仿 射 系统 建立 平面 与 空间 的 
模型 9。 


@ 一 系列 这 样 的 模型 已 在 莱比锡 马丁 * 席 林 (CM. Schilling) 出 版 社 出 现 ,参阅 下 ， 克 
菜 因 及 席 林 夫人 著 : Modelle zur Darstellung af finer Transformationen in der Ebene und 
im Raume, Zeitschrift fir Mathematik und Physik ,第 58 卷 ,第 311 页 ,1910 年 。 
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@ 我 们 不 再 进一步 讨论 仿 射 变换 
2 @ 的 性 质 , 而 指出 如 何 使 用 这 些 变换 。 
2 首先 ,它们 为 新 几何 定理 的 发 现 
XJ” A 内 提供 了 一 个 绝妙 的 工具 。 上 面 解释 
pm 过 的 由 球 到 椭 球 的 仿 射 变换 ,使 我 们 
从 球 的 已 知性 质 推 出 关于 椭 球 的 新 
A 定理 。 例 如 ,如 果 我 们 作出 球 的 3 条 
互相 垂直 的 直径 ,加 上 在 这 些 直 径 端 点 上 的 6 个 切 平面 ,我 们 得 到 一 
个 体积 为 J=8r 的 外 切 立 方 体 ,其 中 r 为 球 的 半径 。 仿 射 变换 显然 
把 球 的 每 个 切 平面 变 成 椭 球 的 切 平面 ,借助 上 面 的 定理 可 推出 ,空间 
R 内 的 立方 体 对 应 于 空间 R 内 一 个 外 切 于 椭 球 的 平行 六 面体 , 它 的 
各 面 在 3 条 共 罗 直 径 的 端点 处 切 于 椭 球 ,是 平行 于 对 应 的 直径 平面 
的 ,而 它 的 棱 则 平行 于 那些 直径 (平面 上 的 圆 和 椭圆 保持 着 类 似 的 关 
系 , 见 图 15. 5) 。 此 结论 的 逆 显 然 也 成 立 : 每 个 外 切 于 椭 球 的 平行 六 
面体 , 按 上 面 说 明 的 方法 ,对 应 一 个 外 切 于 球 的 立方 体 ,因为 椭 球 的 
3 个 共 轿 直 径 对 应 于 球 的 3 条 互相 垂直 的 直径 。 我 们 已 经 知道 ,在 
仿 射 变换 下 ,体积 要 乘 以 代 换 的 行列 式 A, 故 上 述 外 切 椭 球 的 平行 六 
面体 的 体积 由 公式 了 = 二 JA 二 8。A 给 出 。 这 个 公式 显然 与 平行 
六 面体 的 位 置 无 关 , 故 不 论 


属于 怎样 的 3 条 共 罗 直径 ， 

一 常量 。 如 果 我 们 选择 3 条 

互相 垂直 的 主轴 为 所 述 的 共 ey 

力 直径, 则 所 得 长 方 体 之 体 

积 为 8abc, 其 中 2a,，26,，2c， 

是 主轴 之 长 。 我 们 用 这 个 方法 定 出 了 该 体积 常数 ,于 是 我 们 的 定理 
取 如 下 形式 : 外 切 于 椭 球 有 旦 其 面 平 行 于 共 轿 直径 平面 的 所 有 平行 六 
面体 ,有 同样 的 体积 J == 8abc, 其 中 4a, b,c 是 半 轴 长 。 为 了 证 明 这 


图 15. 5 
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个 定理 对 所 有 的 椭 球 均 有 效 ,只 要 指明 每 个 椭 球 可 以 通过 一 个 球 的 
仿 射 变换 而 变 成 就 可 以 了 。 这 一 点 可 以 从 仿 射 变换 (6) 式 的 方程 立 
即 推 得 。 这 些 方程 表明 , 椭 球 的 轴 的 相互 比 为 * : yp: v, 这 里 的 4， 
kK，v 为 3 个 任意 数 。 

虽然 我 们 只 讲 了 仿 射 变换 对 理论 几何 的 应 用 , 举 了 一 个 简单 的 
例子 ,但 我 想 进一步 强调 , 仿 射 变换 在 实践 中 具有 更 重大 的 意义 。 

首先 看 看 物理 学 的 需要 。 应 该 指出 , 仿 射 变换 在 弹性 理论 .流体 
力学 中 起 着 重大 的 作用 。 我 不 需要 作 任 何 夸张, 因为 每 个 从 事 这 些 
学 科 的 人 都 充分 了 解 , 只 要 一 考虑 到 足够 小 的 空间 元 素 ,问题 就 会 化 
为 齐 次 线性 变换 。 

这 里 ,我 想 花 些 时 间 讨 论 仿 射 变换 在 物理 学 家 和 数学 家 都 用 得 
到 的 正确 作 图 上 的 应 用 。 就 平行 投影 而 论 , 基 本 土 只 涉及 空间 的 仿 
射 变换 。 遗 憾 的 是 ,在 正确 作 图 这 个 方面 犯 有 许多 错误 。 在 数学 教 
科 书 的 空间 图 形 中 ,或 在 物理 书 的 仪器 图 里 ,你 会 找到 难以 置信 的 错 


误 。 只 说 一 个 例子 。 地 球 上 的 
赤道 常常 被 画 成 两 个 相交 的 加 A AN 


弧 ( 图 15. 6)。 这 当然 是 错误 
的 ,正确 的 画 法 应 如 右面 所 看 到 
的 ,总 是 一 个 椭圆 。 图 15.6 


正确 作 图 的 原则 是 : 所 画 的 图 形 应 是 从 一 点 到 图 的 平面 上 的 投 
影 。 如 果 我 们 想象 中 心 点 在 无 穷 , 即 如 果 借 助 一 个 平行 射线 束 来 作 
图 ,关系 就 简化 了 。 这 正 是 我 们 感 兴趣 的 情况 。 上 顺便 讲 一 点 画 法 儿 
何 学 。 我 不 准备 做 系统 的 讨论 ,只 指出 它 在 整个 几何 学 里 的 地 位 ,我 
们 也 不 给 出 证 明 的 细节 。 

请 先 研 究 平面 图 形 的 表示 , 即 通过 一 个 平行 线 来 从 一 个 平面 上 
到 男 一 个 平面 E 的 投影 。 为 此 ,把 EE 与 EF 的 交 线 选 为 zx 轴 , 其 上 一 
点 为 原点 O( 图 15.7)。 在 上 上任 选 y 轴 , 例 如 垂直 于 z 轴 而 通过 
O, y 轴 则 作为 y 轴 通 过 平行 线束 在 E 上 的 投影 ,因而 在 EE 内 ,一 般 
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E 有 一 个 斜 角 坐 标 系 。 于 是 ,EE 与 瓦 ' 
的 两 对 应 点 的 坐标 满足 关系 


I@, XT 一 zy 一 py 


其 中 是 一 个 依赖 于 平面 与 线束 
TT 所 给 定位 置 的 常数 。 因 此 ,这 实际 
上 是 一 个 仿 射 变换 。 这 些 方程 的 
证 明 简 单 得 不 需 做 任何 说 明 。 它 
们 是 一 般 (6) 式 的 特例 ;在 这 里 取 X = 1, 从 而 x == z。 当然 ,这 是 由 
于 z 轴 是 原平 面 与 作 图 的 平面 的 交 线 ,因而 其 上 每 一 点 的 像 都 与 自 
身 重合 。 如 果 将 原来 对 空间 推导 的 定理 特殊 化 ,用 到 平面 上 ,例如 瑟 
上 的 每 一 个 圆 对 应 于 五 内 的 椭圆 等 等 , 则 立即 可 得 图 形 的 所 有 本 质 
特性 。 

现在 自然 会 提出 相反 的 问题 如 果 两 平面 与 E' 间 给 出 了 仿 
射 关系 ,能 使 其 中 一 个 平面 成 为 另 一 个 平面 的 平行 投影 吗 ? 为 决定 
这 个 问题 , 设 从 互 中 任意 圆 及 其 在 巨 '" 中 对 应 的 椭圆 出 发 (也 可 用 两 
个 对 应 的 椭圆 来 代替 )。 圆 的 中 心 M 将 对 应 于 椭圆 的 中 心 M 
(图 15. 8) 。 如 果 将 瓦 内 的 圆 放 人 平面 五 ,使 其 中 心 与 M 重合 , 则 
它 将 与 椭圆 相交 4 个 点 或 完全 不 相交 。 为 了 简单 起 见 , 相 切 的 极限 
情形 不 加 以 考虑 。 


图 15.7 


图 15.8 


第 一 种 情况 如 图 所 示 。 我 们 考虑 通过 EE 内 4 个 交点 的 椭圆 的 
两 条 直径 AA:，B Bi 。 对 应 于 它们 的 ,是 在 五 内 的 圆 的 两 条 直径 
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44:，BB,( 按 我 们 的 取 法 ,两 者 相等 )。 因 此 , 据 仿 射 变换 的 一 般 性 
质 ,在 4A, 与 4A4; 和 BBi 与 BBY 上 的 对 应 线段 是 相等 的 。 如 果 将 
平面 辣 合 在 E' 上 ,使 M 与 M 重合 , 且 使 这 些 线段 对 之 一 (例如 
44i 与 44i;) 重 合 ,然后 把 王 绕 这 条 作为 轴 的 线 旋转 到 空间 , 即 得 
到 两 平面 间 的 仿 射 变换 ,并 使 它们 交 线 上 的 每 一 点 对 应 于 自己 。 于 
是 ,虽然 我 不 给 出 证 明 , 仍 不 难看 到 ,无 论 两 平面 的 夹 角 是 什么 ,对 应 
点 的 连 线 是 相互 平行 的 , 即 两 平面 间 的 仿 射 变换 确实 通过 平行 投影 

如 果 我 们 的 圆 与 椭圆 不 相交 , 即 贺 的 半径 小 于 椭圆 的 短 半 轴 或 
大 于 长 半 轴 , 则 用 分 析 的 话 来 说 ,两 公共 直径 就 是 虚 的 ,不 能 用 于 作 
图 ,因此 无 法 继续 作 图 。 如 仍 想 找 出 平行 投影 , 则 必须 应 用 一 个 相似 
变换 ,把 圆 放 大 或 缩小 ,直到 第 一 种 情况 出 现 为 止 。 我 们 在 作 图 中 常 
用 相似 变换 以 “改变 尺寸 "”。 因 此 ,最 终 得 到 主要 定理 ; 两 平面 间 的 
任何 仿 射 关系 ,可 以 用 无 穷 多 个 把 相似 变换 与 平行 投影 组 合 在 一 起 
的 方法 而 得 到 。 

我 们 现在 讨论 通过 平行 投影 把 空间 整个 变 到 平面 的 问题 ,这 个 
问题 比 把 一 个 平面 映射 到 为 一 个 平面 的 问题 要 重要 和 有 意义 得 多 。 
为 了 避免 繁琐 ,我 们 总 是 同意 用 一 个 相似 变换 把 图 形 放 大 或 缩小 。 
这 就 提出 了 画 法 几何 中 所 谓 轴 测 映射 方法 的 问题 。 这 个 方法 有 非常 
重要 的 实用 价值 。 如 果 物 体 到 照相 机 的 距离 足够 远 , 则 每 个 像 都 十 
分 近似 于 一 个 轴 测 映射 (严格 来 说 是 一 个 中 心 投影 ) 。 在 大 多 数 情况 
下 , 当 我 们 希望 对 一 个 空间 几何 图 形 、 物 理 仪 器 、 建 筑 构 件 等 等 绘图 
时 ,严格 的 轴 测 映射 是 特别 有 用 的 。 在 各 种 轴 测 映射 绘图 中 ,也 是 在 
教学 中 直接 有 用 的 一 些 有 趣 的 例子 ,可 以 在 C。，H。… 米 勒 和 QO。， 普 
雷 斯 勒 (O, Pressler) 合 著 的 Leit faden der Projectionslehre 一 书 几 
中 找到 。 例 如 , 书 中 讲解 了 如 何 准确 地 画 出 相 切 的 圆 弧 浮标 、 形 形 


@ 这 是 一 本 立体 几何 作 岁 的 练习 册 ,莱比锡 ,1903 年 。 
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色色 的 水 品 玻璃 制品 等 ,并 列举 了 完全 不 同 的 生物 学 领域 中 的 例子 ， 
如 细胞 组 织 、 蜂 入 等 等 。 

现在 叙述 把 轴 测 映射 与 我 们 讨论 过 的 仿 射 变换 连接 起 来 的 定 
理 : 通过 平行 映射 和 相似 变换 而 实现 从 空间 到 平面 的 映射 ( 轴 测 映 
射 ), 从 分 析 上 来 说 ,是 利用 一 个 系数 行列 式 为 零 的 仿 射 变换 


x 一 QZ 十 Diy 十 clz， al bb a 
y 一 qsX 十 bzy 十 Cc2z， 其 中 A 一 ja b cI=0 (7) 
z 一 asZ 十 如 y 十 csz， as pb C3 


这 正 是 前 面 推迟 考虑 的 例外 情况 。 这 样 , 你 们 就 看 到 了 这 些 “ 退 化 变 
换 ” 的 重要 性 ,而 遗憾 的 是 这 一 点 常常 受到 不 应 有 的 忽视 。 其 逆 也 是 
对 的 , 即 每 个 A = 0 的 这 种 变换 ,给 出 一 个 轴 测 映射 。 确 实 ,这 要 预 
先 假 定 ,不 是 变换 的 所 有 系数 或 二 阶 子 行列 式 都 为 零 ,否则 就 意味 着 
进一步 退化 。 这 一 点 ,我 现在 不 予 讨 论 , 因 为 放 在 以 后 研究 起 来 比较 
方便 。 

为 了 证 明 我 们 的 论断 ,我 们 暂时 假设 : 由 (7) 式 给 出 的 所 有 点 
Zz，y，x( 对 任意 xz， y, z) 都 真 的 在 一 个 平面 上 , 即 存 在 3 个 数 色 ， 
Az，As 。 使 得 


RiT koy + ksz SO (8) 
对 x，y,， zx 人 恒 成 立 。 据 (7) 式 ,此 恒等式 等 价 于 3 个 齐 次 线性 方程 
kiai 十 ARzas 十 Raas 一 0， 
je 十 RD， 十 ka03 -一 0， (8 ) 
kici 十 Azcs 十 lacs = 0。 
只 要 行列 式 A 二 0, 而 9 个 余子 式 不 全 为 零 , 这 些 方程 将 完全 唯一 地 
确定 出 比如 : &。: ks8。 因 此 ,所 有 像 点 x ，y，> 实际 上 位 于 由 方程 


(8 ) 所 确定 的 平面 (8) 上， 
现在 在 空间 R' 内 作 一 个 新 直角 坐标 系 ,使 得 平面 (8) 成 为 xy 
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平面 (z 二 0)。 这 样 ,R 中 的 每 一 点 必 对 应 于 x = 0 中 的 一 点 。 于 
是 ,在 新 坐标 系 中 , 仿 射 变换 方程 必然 具有 形式 


x 一 AZ 十 Piy 十 Crz， 
| 一 AZz 十 By 十 Czz， (9) 
z 一 0。 

由 于 最 后 一 行 的 特殊 形式 ,使 得 变换 行列 式 始终 为 零 , 所 以 这 6 个 系 
数 4 ，…，C* 是 完全 任意 的 ,但 应 使 3 个 子 行列 式 不 全 为 零 , 即 


Ai :Pi:CI 天 A: :B :Csz。 


否则 ,将 出 现 我 们 前 面 排除 在 外 的 退化 情况 。 

我 现在 证 明 : 由 上 述 解 析 定 义 的 从 空间 R 到 xz'y' 平 面 E' 的 映 
射 , 与 前 面 定 义 的 轴 测 映射 完全 一 致 。 像 前 面 对 行 列 式 不 为 零 的 仿 
射 变换 的 讨论 那样 ,我 们 将 阐明 变换 (9) 的 主要 性 质 ,分 几 个 步骤 来 
加 以 证 明 。 

(1) 首先 ,R 中 的 每 一 个 点 Xx，y,， ,显然 对 应 于 EF 中 唯一 点 
(zx ,yy )。 反 之 , 若 在 巨 内 给 出 一 点 (x ，y ), 则 方程 (9) 表 明 , 在 R 
内 的 对 应 的 点 在 两 个 给 定 的 平面 上 ,而 按 我 们 的 假设 ,它们 的 系数 不 
成 比例 ,因此 它们 相交 为 一 条 直线 。 在 我 们 的 变换 下 ,这 条 线 在 所 有 
点 必然 对 应 于 同样 的 点 (z ，y )。 如 果 使 点 (x ，y ) 变 化 , 则 两 个 平 
面 都 将 平行 于 自己 而 移动 ,因为 系数 Al!，B1, C1 和 A,，Bs;，C; 保 
持 不 变 。 因 此 它们 的 交 线 相互 平行 ,从 而 得 到 结论 : EF 的 每 一 点 ,对 
应 于 RR 内 双重 无 穷 个 平行 直线 集 之 中 一 条 直线 上 的 所 有 点 。 这 立 
即 指明 我 们 的 映射 和 空间 平行 投影 之 间 的 联系 。 

(2) 像 在 讨论 一 般 仿 射 变换 时 所 说 的 第 (3) 点 一 样 ,EF' 内 线段 的 
分 量 对 应 于 R 内 的 自由 矢量 X, Y, Z, 现 在 得 出 公式 为 

X 一 4AX 十 BY 十 CiZ， 
一 A, 关 十 B,Y 十 CZ， (10) 
Ze 
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这 再 次 表明 ,在 R 内 的 每 个 自由 矢量 ,对 应 于 平面 户 内 的 自由 矢量 
X ,YY ,或 较 严格 地 说 ,如 果 使 空间 R 中 的 一 个 线段 在 保持 其 长 度 
与 方向 下 作 平 行 移动 , 则 在 平面 E 内 的 对 应 线段 也 保持 其 长 度 与 方 
向 作 平 行 移动 。 

(3) 现在 考虑 一 个 特殊 的 情形 : 在 zx 轴 上 从 (0, 0, 0) 到 (1, 0， 
0) 的 单位 矢量 匀 == 1, Y = Z = 0。 根据 (10) 式 , 它 对 应 于 EF 中 从 原 
点 O 到 坐标 为 (Al，As) 的 点 的 矢量 X = Al, Y = As。 完全 类 似 
地 ,y 与 z 轴 上 的 单位 矢量 ,分 别 对 应 于 从 原点 O 到 点 (Bi ，B: ) 和 
(C，Cz) 的 两 个 矢量 。 在 中 的 3 个 矢量 ,我 们 将 简称 为 (A)， 
(B),，(C)( 图 15.9)。 它 们 可 以 任意 选择 ,因为 它们 的 终点 坐标 决定 
了 仿 射 变换 (9) 的 6 个 任意 参数 ,所 以 它们 完全 确定 了 映射 。 现 在 ， 
这 3 个 矢量 必须 不 在 同一 条 直线 上 , 而 为 了 简单 起 见 ,我 们 将 假设 没 
有 两 个 矢量 处 在 同一 条 直线 上 。 其 结果 如 下 : R 内 各 坐标 轴 上 的 3 
个 单位 矢量 ,被 映射 成 在 EE 内 经 过 原点 O 的 3 个 任意 矢量 ,知道 了 
3 个 任意 矢量 之 后 , 仿 射 变换 就 完全 确定 了 。 


CC 


Bb, ? 2 
(C) (8) 
(A) 
Al,A, 


O! 


图 15.9 图 15. 10 


(4) 为 了 用 几何 方法 求 出 (4A) ，(B)，(C) 的 像 ,我 们 从 zy 平面 
上 任意 点 P(x, y, z 二 0) 出 发 。 使 + 轴 上 单位 矢量 乘 以 标量 xz, 使 y 
轴 上 单位 矢量 乘 以 标量 y, 然 后 把 乘积 加 起 来 ,我 们 得 到 从 O 到 P 
的 矢量 (图 15. 10) 。 但 我 们 可 以 立即 把 这 个 过 程 转移 到 EF 上 ,因为 
zy 平面 与 五 之 间 的 关系 显然 是 一 个 通常 的 二 维 仿 射 变换 (行列 式 
不 为 零 ) 。 于 是 ,分 别 对 矢量 (4A) ，(B) 乘 以 标量 xy, 并 按 平行 四 边 
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形 法 则 将 这 两 个 乘积 加 起 来 ,我们 vB) . 
就 得 到 已 的 图 像 P (图 15. 11)。 (B) 
我 们 可 以 用 这 个 方法 在 E 中 作出 
任 一 点 的 像 , 从 而 可 逐 点 地 作出 2 从 
zy 平面 内 任何 图 的 像 。 图 15. 11 

(5) 如 果 将 这 些 考 虑 转移 到 空间 R 中 的 任意 一 点 (图 15. 12) 
上 ,可 以 很 容易 地 证 明 下 列 结果 : 如 果 将 平行 四 边 形 法 则 应 用 于 分 
量 (4) ，(B)，(C) 分 别 与 标量 zx，y，z 相 乘 后 之 和 ,我 们 就 得 到 坐标 
为 C(z，y，z) 的 点 P 的 图 像 P'。 因 为 加 法 是 可 交换 的 ,所 以 可 以 用 
(1X2X3 一 )6 个 不 同方 法 来 作出 这 个 图 ,所 得 的 P' ,就 是 平行 与 相 
等 线段 用 6 个 不 同方 式 作 加 法 所 得 矢量 的 端点 。 这 样 作 出 的 图 (图 
15. 12) 显 然 表 示 R 中 以 3 个 坐标 平面 及 通过 点 P 平行 于 它们 的 平 
面 为 界面 的 长 方 体 。 我 们 从 年 轻 时 起 就 习惯 于 把 这 个 平面 图 当 作 立 
体 图 ,特别 是 用 较 重 的 笔画 画 出 前 面 的 各 边 使 其 外 观 发 生 夸大 。 这 
种 习惯 非常 顽固 ,使 得 平行 六 面体 的 这 个 图 像 几乎 显得 微不足道 ,而 
实际 上 它 代 表 着 一 个 很 有 价值 的 定理 。 


x*(A) 


图 15. 12 图 15. 13 


(6) 借助 于 上 述 这 种 作 图 法 ,可 以 在 内 作出 任何 空间 图 形 , 即 
其 所 有 点 的 像 。 我 只 考虑 一 个 例子 : 如 果 有 一 个 中 心 在 原点 、 半 径 
为 1 的 球 ,于 是 将 主要 考虑 由 各 坐标 平面 与 它 相 交 的 各 个 圆 。 在 zy 
平面 上 的 截 加 ,以 xz, y 轴 上 的 单位 天 量 为 共 罗 轴 , 即 为 彼此 垂直 的 
半径 。 因 为 是 仿 射 关系 , 它 将 对 应 于 以 O 为 中 心 . 以 矢量 (4A) 和 (B) 
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作为 共 辊 半径 的 一 个 椭圆 , 见 图 15. 13, 而 椭圆 内 切 于 由 矢量 2(A) 
与 2(B) 组 成 的 平行 四 边 形 。 类 似 地 ,对 应 于 其 他 两 个 截 圆 的 椭圆 将 
以 O 〇 "为 中 心 ,以 (B)，(C) 和 (A), (C0) 为 共 思 半 径 。 

(7) 我 们 既 已 作出 一 个 完整 的 图 像 ,以 表示 行列 式 为 O 的 仿 
射 变换 (9) 的 性 质 ,现在 就 必须 采取 最 后 的 关键 步骤 ,以 说 明 这 
些 仿 射 变换 确实 和 我 们 所 断定 的 那样 产生 于 轴 测 映射 。 这 主要 
要 求 用 到 所 谓 波 尔 克 (K. Pohlke) 基 本 定理 。K， 波 尔 克 是 柏林 建 
筑 学 院 的 教授 , 这 个 定理 是 他 在 1853 年 发 现 并 在 1860 年 发 表 于 
Lehrbuch der darstellenden Geometrie — 书 0。H。，A，。 许 瓦 效 (H. 
A. Schwartz) 并 于 1863 年 发 表 了 该 定理 的 第 一 个 证 明 2, 同时 讲述 
了 有 关 这 个 发 现 的 一 个 有 趣 的 故事 梗概 ,你 们 应 该 读 一 读 。 

波 尔 克 本 人 并 未 用 解析 法 定义 轴 测 映射 ,而 是 用 几何 方法 ,通过 
平行 射线 (加 上 必要 的 相似 变换 ) 作 为 一 个 空间 图 形 而 给 出 定义 。 他 
的 定理 说 : 在 空间 3 个 坐标 轴 上 的 单位 矢量 ,在 这 种 变换 下 可 变 成 
巨 内 通过 O 的 3 个 任意 矢量 。 而 从 第 (3) 点 说 明 中 已 看 出 ,我 们 用 
解析 法 定义 的 映射 ,实际 上 已 导出 了 3 个 这 样 的 矢量 。 因 此 ,对 我 们 
来 说 , 波 尔 克 定理 的 基本 意义 在 于 : 我 们 用 解析 法 定义 的 变换 (9) 是 
由 平行 投影 和 长 度 单位 改变 而 实现 的 ,而 借助 于 波 尔 克 定理 ,使 第 
(1) 点 中 所 说 的 平行 线 变 成 了 投影 射线 。 

(8) 我 想 大 致 为 这 样 建立 的 定理 给 出 一 个 直接 的 解析 证 明 。 如 
果 我 们 把 注意 力 集中 在 R 内 的 两 个 平行 平面 束 


Air 二 Biy 二 Ciz = 
AZ 十 By 十 Czz 王 小 
其 中 &, 7 为 参 变 量 , 于 是 6 7 的 每 对 值 决定 了 有 关乎 行 线 中 的 一 条 
中 ”该 书 分 两 部 分 ,1876 年 柏林 第 四 版 。 这 个 定理 见 第 一 部 分 第 109 页 。 


@ H，A， 许 瓦 北 的 证 明 发 表 于 Journal fir die reine und angewandte 
Mathematik ,第 63 卷 ,第 309 页 ,或 见 其 《数学 著作 集 》, 第 2 卷 ,第 1 页 ,柏林 ,1890 年 。 
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平行 线 。 如 果 有 可 能 将 含有 适当 单位 长 度 的 直角 坐标 系 x ，y 的 平 
面 ' 放 在 空间 R 之 内 ,使 得 每 条 射线 6 7 在 点 z 一 5 y = 7 处 贯 
穿 平面 EE , 则 将 按 希 望 用 几何 方法 作出 了 映射 。 

为 此 ,必须 使 平面 $= 0, 7 = 0 分 别 在 坐标 轴 Oy , Oz , 即 相 
互 垂 直 的 两 直线 处 与 平面 E 相 截 。 
如 果 9 ，4% (确定 平面 EE 的 位 置 ) 是 
这 些 轴 与 直线 二 0, y= 0 之 间 的 
角 ( 图 15.14), 且 令 a 为 平面 f= 二 0， 
7 二 0 之 间 的 角 ( 已 知 ), 则 对 由 == 
0, 7 二 0 与 形成 的 三 面 角 应 用 球 
面 三 角形 的 余弦 定 理 ,我 们 得 到 
0O'z'，O'y 的 角 的 余弦 为 Sa 


cost cosb + sint sinb cosa， 


且 当 
cott »。 cott, 一 一 cosa (11) 


时 ,这 个 角 为 直角 。 
现在 ,每 个 平面 Al1x 十 Biy 十 Ciz 二 与 E' 相交 于 直线 x 二 常 
量 .如果 Q 是 它 与 z 轴 的 交点 , 则 对 应 的 z 值 在 E' 内 坐标 系 的 一 个 
待定 尺度 因子 4 的 范围 内 等 于 OQ 。 如 果 分 别 作 垂 直 于 平面 6= 0 
和 直线 == 7 二 0 的 直线 QS 与 QR, 则 有 
OQ’ 2 QR QR a QS 


. 9 " Le.] 
sin@ sina 


又 因 QS 作为 平面 

Aiz 十 Biy 十 Ciz 一 0 
与 平面 

Aiz 十 Biy 十 Ciz 一 有 
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之 间 的 公 垂 线 , 是 不 难 借 助 空间 解析 几何 的 已 知 公式 表达 的 ,于 是 最 
后 得 
1 
i 十 Bi? 十 Ci 。sin0 。sina 
类 似 地 ,可 求 得 A: 并 十 By 十 Czz 一 7 与 FE’ 的 交点 的 坐标 y 为 


y 一 4。 有 
\AA5 十 8 十 C5 。sin 如 。 sina 
因为 我 们 希望 每 条 由 参数 $ 7 确定 的 平行 射线 在 点 二 
y 二 7 处 穿 过 平面 ,所 以 必须 有 


A—~vVA?++Bi+C . sin 。 sina, (12) 


=vVAi 十 Bi 十 C2。，sin@ 。sina。 
因此 可 得 和 ,如 的 第 二 个 方程 : 
Sin 从 SA 1 二 Bi 十 I 下 sin@vVA3 十 Bi 十 Gz。 (13) 


简单 的 计算 表明 ,除去 符号 外 ,方程 组 (11) 和 方程 组 (13) 对 cot 和 
cott 只 有 一 对 实数 解 , 即 本 质 上 只 存在 平面 的 一 个 位 置 (当然 对 
于 § 二 0, 7 二 0 的 公共 法 平面 ), 就 我 们 按 方程 (12) 在 上 的 直角 坐标 
系 上 所 选 的 尺度 而 言 , 仿 射 变换 z = 6 y 一 7 在 此 平面 位 置 上 是 通 
过 轴 测 映射 实现 的 。 如 果 从 x ，y 轴 的 单位 点 落 在 线 $ = 二 1, 7 一 0 
和 二 0, 7 三 1 这 个 条 件 出 发 ,我 们 可 以 用 比较 几何 化 的 形式 提出 
所 述 全 部 论据 。 这 样 ,问题 就 在 于 找到 一 个 与 给 出 的 三 楼 柱 截 成 一 
个 等 腰 直 角 三 角形 的 平面 五 。 

在 这 个 详细 的 说 明之 后 ,我 已 无 需 讨 论 前 面谈 过 的 道 定理 , 即 每 
个 轴 测 映射 表示 一 个 行列 式 为 零 的 仿 射 变换 。 像 前 面 一 样 ,首先 利 
用 RR 中 z 轴 \y 轴 的 平行 投影 所 产生 的 平面 EE 内 的 斜 坐 标 系 ,然后 
通过 线性 变换 过 渡 到 EE 内 原来 给 出 的 直角 坐标 系 , 即 可 证 明 这 个 逆 
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定理 。 

在 关于 仿 射 变换 的 这 一 章 结束 时 ,我 想 提醒 你 们 注意 ,可 以 做 一 
个 实验 ,利用 投影 灯 ( 必 须 设想 它 处 于 无 穷 远 处 ) 把 一 些 简 单 的 模型 
(正方 形 、 圆 ,椭圆 立方 体 ) 的 阴影 图 像 投射 到 屏幕 上 , 即 得 轴 测 映射 
图 的 实例 。 用 这 个 方法 ,可 以 使 我 们 的 结果 和 图 形 得 到 证 实 。 特 别 
是 ,通过 模型 和 屏幕 的 运动 ,使 3 个 相互 垂直 棒 的 阴影 图 发 生 各 种 类 
型 的 变化 ,可 以 很 容易 地 用 实验 证 明 波 尔 克 定理 。 

现在 进入 新 的 一 章 , 它 将 讨论 把 仿 射 变换 作为 特殊 情况 包括 在 
内 的 更 一 般 的 变换 , 即 射影 变换 。 


第 十 六 章 
投影 变换 


本 章 一 开始 就 处 理 三 维 空间 。 

(1) 我 从 投影 变换 的 解析 定义 开始 。 我 们 不 再 取 x ，y，>z 为 
zy， z 的 整 吨 数 ,而 是 取 为 zx，y,， zx 的 有 理 线 性 函数 ,但 有 一 个 根 
本 条 件 , 即 其 分 母 相同 


Ee Q1 并 十 by 十 clz 十 中 


az 十 py 十 ctz 十 di 
;QaT by 二 cz dz cy 
QZ 十 Diy 十 cz 十 CA 
2 a 区 十 b3y 十 C3 之 十 ds 
QT 二 by 二 Gaz 二 d 


只 要 公分 母 不 为 零 , 则 每 点 zx，y， xz 对 应 于 一 个 确定 的 有 限 点 
x ，y，x 。 但 是 如 果 点 x, y, z 趋向 于 平面 41x 十 buy 十 cz 十 di 一 
0， 和 仿 射 变换 不 同 的 是 : 其 对 应 点 zx, y ,xz 将 移 至 无 穷 远 。 因 此 ， 
我 们 称 这 种 平面 为 投影 平面 , 它 的 点 为 投影 点 ,并 说 它 在 投影 变换 下 
对 应 于 空间 中 无 穷 部 分 或 对 应 于 无 穷 远 点 。 

(2) 处 理 这 里 出 现 的 问题 时 ,正如 你 们 所 知道 的 ,用 齐 次 坐标 是 
很 方便 的 , 即 用 按 方程 


确定 的 4 个 量 6,7, 5 Tt 来 代替 点 的 3 个 坐标 x，y,，z。 这 4 个 量 彼 
此 独立 变化 ,但 不 同时 为 零 , 没 有 一 个 会 变 为 无 穷 。 因 而 ,每 个 点 zx， 
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y，z 对 应 于 无 穷 多 组 值 pé, p7, pl，, Pr, 其 中 p 关 0 是 一 个 任意 因子 。 
反之 ,每 组 rt 关 0 时 ,每 组 值 &, 7, 5, rt 都 确定 一 个 有 限 点 x,y, xz( 所 
有 组 p#, p7, pl, Pr 都 给 出 同样 的 点 )。 当 += 二 0 时 , 商 x, y, z 中 至 
少 有 一 个 变 为 无 穷 。 于 是 我 们 规定 ,每 组 值 6，7,，5，z 王 0 表示 一 个 
“无 穷 远 点 ”, 且 所 有 组 86，27，25，0 表示 同一 个 无 穷 远 点 。 我 们 用 
这 种 确切 的 方法 引进 了 “无 穷 远 点 ”并 添加 到 原 有 的 有 限 点 集 内 。 

经 验 表明 ,至 少 对 初学 者 来 说 , 齐 次 坐标 的 运算 总 是 头痛 的 事 。 
我 相信 ,其 原因 是 任意 因子 op 带 来 的 这 些 量 的 某 种 不 确定 与 流动 性 
质 , 我 希望 这 样 的 说 明 能 减轻 这 种 不 适应 。 

为 了 同样 的 目的 ,作出 某 些 附带 的 说 明 , 可 能 有 助 于 理解 与 齐 次 
坐标 相 联系 的 某 些 几何 表示 。 我 首先 只 谈 和 平面 五 的 情况 。 在 这 种 
情况 下 ,我们 把 直角 坐标 写成 


我 们 现在 把 &, 7, + 解释 为 空间 的 直角 坐标 ,并 在 这 个 空间 内 ， 
选择 平行 于 乌 平 面 的 平面 r= 二 1 作 
. 为 平面 E( 图 16. 1) ,在 这 个 平面 E 上 ， 
令 z 二 6, y 二 7。 如 果 用 直线 把 EE 上 的 


条 直线 上 的 点 过 和 卫 就 是 常量 ,而 当 
rt 二 1 时 有 &== xXx, y= 二 y, 故 有 
上 7 图 16.1 


一 一 芭 ， Sm 
C T 了 


于 是 ,引入 齐 次 坐标 ,简单 地 意味 者 ,从 平面 上 到 以 O 为 中 心 的 空间 
射线 束 的 映像 ,而 上 是 这 射线 束 的 一 个 截面 。 一 个 点 的 齐 次 坐标 ， 
就 成 了 该 点 投影 射线 上 所 有 点 的 空间 坐标 。 因 为 上 的 每 点 对 应 于 
射线 上 的 无 穷 多 个 点 , 齐 次 坐标 的 不 确定 的 意义 就 变 得 清楚 了 。 把 
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二 7 二 + 二 0 排除 在 外 的 几何 意义 在 于 点 O 不 确定 射线 ,因而 不 对 
应 上 中 的 点 。 又 因 把 O 与 有 限 点 连接 , 即 得 到 所 有 射线 ,所 以 不 需 
要 取 $, 7, + 的 无 穷 值 。 最 后 ,用 + 二 0 给 出 的 .过 〇 点 的 平行 射线 代 
替 平 面 上 的 无 穷 远 区 域 ,就 使 坐标 避免 了 无 穷 大 值 。 

而 且 ， 无 穷 远 直线 ?这 个 常用 的 术语 ,也 在 这 里 找到 了 清楚 的 几 
何 含义 。 解 析 地 说 ,就 像 每 条 有 限 直 线 有 一 个 线性 方程 一 样 , 它 只 不 
过 是 所 有 “无穷 远 点 ”满足 线性 方程 + 二 0 的 抽象 说 法 而 已 。 但 现 
在 ,我 们 可 以 用 几何 的 语言 说 ,E 内 每 条 直线 属于 空间 中 通过 点 O 
的 一 个 平面 上 的 线束 ,反之 ,除去 平面 + = 二 0 外 ,空间 中 通过 O 的 每 
个 平面 上 的 线束 ,都 确定 内 的 一 条 直线 。 因 此 ,在 EE 内 指定 对 应 
于 7 一 0 的 点 集 为 一 条 直线 ,似乎 是 恰当 的 ,因而 我 们 得 到 “无 穷 远 
直线 ”。 

如 果 对 三 维 空间 引入 齐 次 坐标 ,我 们 可 以 构成 类 似 的 表示 方法 。 
我 们 把 空间 设想 成 四 维 辅助 空间 ,7y, ,的 一 个 截面 + = 1, 并 把 
它 和 从 辅助 空间 的 原点 投射 过 来 的 它 的 空间 线束 联系 起 来 。 于 是 ， 
几乎 可 以 逐 句 引用 前 面 的 话 , 训 无 困难 地 实现 所 有 其 他 的 想法 ,特别 
是 对 无 穷 远 元 素 作 出 解释 。 在 这 方面 ,四 维 空间 只 是 一 个 方便 的 表 
达 方 法 ,并 未 给 予 什 么 神秘 的 意义 。 

(3) 如 果 我 们 将 两 空间 R 与 RR 的 齐 次 坐标 引入 射影 变换 方程 
(1) ,由 于 它们 有 公共 分 母 ,通过 引入 一 个 任意 比例 因子 p, 可 将 其 分 
解 成 下 列 4 个 方程 : 


06 = aé+bint+c dt dir, 
on 一 qs 十 bs7 十 c25 十 doT， 
PE = asé+bntcttdr, 
oT 一 qsé€ 十 B47 十 ca 5 十 daT。 


把 任意 因子 po 丢 开 不 考虑 ,我 们 看 到 这 是 最 一 般 的 4 个 变量 的 齐 次 
线性 变换 。 因 此 , 它 表 示 两 个 四 维 辅助 空间 P，P' 之 间 的 仿 射 关系 ， 


(2) 
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我 们 可 以 用 前 述 第 (2) 点 中 的 方式 来 解释 其 中 的 齐 次 坐标 。 如 果 仍 
以 平面 为 限 , 则 所 有 这 些 都 能 给 出 较 具 体 的 表示 : 我 们 可 以 用 空间 
的 任意 仿 射 变换 来 得 到 平面 上 最 一 般 的 射影 变换 ,只 要 使 通过 固定 
中 心 O 的 空间 投影 线束 与 平面 的 交点 成 为 原 变换 的 对 应 点 即 可 。 
如 果 加 上 一 个 过 点 O 的 相似 变换 ,我 们 总 可 得 到 对 应 于 因子 o 的 同 
一 投影 。 因 为 这 个 变换 把 每 条 过 点 O 的 射线 变 为 自己 ,而 投影 性 质 
只 依赖 于 这 些 射 线 与 平面 的 交 。 
前 面 利用 辅助 空间 P，P' 时 所 遵循 的 原理 , 称 为 投影 与 截面 原 
理 。 这 个 原理 非常 有 用 ,因为 一 般 来 说 , 它 利 用 nn 十 1 维 辅助 空间 ,使 
n 维 空间 中 的 复杂 关系 简化 并 易于 理解 了 。 
(4) 现在 我 们 对 7，5 zz 解 变换 方程 组 (2)。 行 列 式 理论 证 
明 ,6, 7， 5 ft 是 6 ， 7， ,的 类 似 的 线性 齐 次 组 合 ,当然 也 带 有 
比例 因子 5: 
pé 一 QI + bn -ls Ce 十 pk 9 
07 = azé' 十 0 十 ci + dir, . 
pC = asé’ +b37 +cal’ 十 dr ， 
pr 一 046 十 by 十 cf 十 dr 


(3) 


只 要 行列 式 
Ul bi C1 di 
Us» pb» C2 df 
U3 bs C3 di3 


Ud bs C4 di 


不 等 于 零 。 因 此 , 值 组 §, 7， 和 与 ,7 ,5 ,TT 之 间 是 一 一 对 应 的 
(在 相应 任意 公共 因子 范围 内 )。 

然而 ,正如 你 们 预期 那样 ,从 我 们 对 仿 射 变换 中 A = 0 的 情形 的 
处 理 可 以 看 出 ,A = 0 在 这 里 也 是 有 特别 意义 的 ,不 能 被 忽略 。 像 每 
个 中 心 投影 (例如 照相 ) 一 样 , 它 代表 空间 到 平面 的 映射 。 但 现在 ,我 
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们 将 考虑 A 关 0 的 一 般 情 形 。 

(5) 从 方程 组 (2) 和 和 方程 组 (3) 立 即 推 出 , 当 §, 7, 5, rz 之 间 存 在 
线性 关系 时 ,上 ，7 ， 5 ,Tr 之 间 也 存在 线性 关系 ,反之 亦 然 。 所 以 ， 
每 一 个 平面 对 应 一 个 平面 ,特别 是 R 内 的 无 穷 远 平面 ,一 般 对 应 于 
R 内 的 一 个 有 限 平面 , 即 前 面 所 说 的 化 零 平 面 。 因 此 ,无 穷 远 平面 的 
引出 已 达到 了 方便 的 目的 ,因为 它 可 以 使 前 述 定理 毫 无 例外 地 成 立 。 
进而 推出 ,每 条 直线 对 应 一 条 直线 ,用 疯 比 乌 斯 的 话 来 说 ,每 个 投影 
变换 是 一 个 共 线 变换 。 

(6) 现在 应 该 指出 ,上 述 定 理 之 逆 也 是 对 的 ; 空间 上 每 个 共 线 
变换 ,即使 直线 对 应 于 直线 , 且 满 足 其 他 某 些 几 乎 不 言 而 喻 条 件 的 可 
逆 单 值 变换 ,是 一 种 投影 变换 , 即 由 方程 (1) 或 方程 (2) 确 定 。 

为 了 方便 起 见 , 这 里 只 对 平面 上 的 投影 变换 给 出 葛 比 乌 斯 的 证 
明 。 对 空间 上 的 投影 变换 ,可 以 类 似 地 证 明 。 对 平面 的 证 明 如 下 : 
从 一 个 任意 的 共 线 变换 中 , 选 出 对 应 的 两 个 4 点 组 ,我 们 将 证 明 : 
(a) 始终 存在 着 把 这 两 个 4 点 组 相互 变换 的 投影 变换 ; 而 一 个 投影 
变换 也 是 共 线 的 ; 〈b) 在 某 些 条 件 下 ,使 两 个 4 点 组 相互 对 应 的 只 
有 一 个 共 线 变换 。 因 此 ,这 个 投影 变换 必然 与 给 出 的 共 线 变换 相同 ， 
从 而 证 明了 这 个 定理 。 现 在 对 这 两 步 证 明 作 出 详细 的 说 明 。 

(a) 我 们 注意 到 ,在 平面 内 的 投影 变换 方程 

0 < a1$ 十 b17 十 diT, 
po7 = asé 二 bn dT 
Or 一 a3§ 十 B37 十 daT 


含有 9 一 1 一 8 个 常数 (po 的 改变 不 影响 变换 ) 。 两 个 给 定 的 点 在 一 个 
射影 变换 中 相互 对 应 ,只 需要 投影 变换 的 常数 满足 两 个 线性 方程 , 因 
为 我 们 只 涉及 3 个 齐 次 坐标 的 比 。 因 此 ,两 个 4 点 组 的 对 应 ,表示 
2X4=8 个 线性 条 件 ,或 更 准确 地 说 ,表示 9 个 量 a1， ***», ds 之 间 的 
8 个 线性 齐 次 方程 。 你 们 知道 ,这 种 方程 组 总 是 有 人 解 的 。 因 此 ,用 这 
种 办 法 找 出 了 把 给 出 的 两 组 4 个 点 作 相 互 变换 的 投影 变换 的 所 有 党 
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数 。 事 实 上 ,只 要 所 给 出 的 4 点 组 处 于 “一 般 位 置 ”, 即 4 点 中 任意 3 
点 都 不 共 线 ,就 能 保证 这 是 一 个 行列 式 不 化 为 零 的 “严格 的 ”投影 变 
换 。 这 是 我 们 的 定理 所 唯一 要 求 的 情形 。 

(b) 现在 设 平面 和 E' 之 间 有 一 个 任意 的 共 线 变换 ,1,，2，3， 
4 是 平面 EE 上 的 任 3 点 都 不 共 线 的 4 点 ,1 ,2 , 3, 4 是 满足 同样 条 
件 的 巨 上 的 对 应 点 。 我 们 的 论断 是 这 个 共 线 变换 完全 由 这 两 个 4 
点 组 之 间 的 对 应 所 确定 。 我 们 将 给 出 这 个 证 明 , 因 为 这 个 共 线 变换 
可 以 用 一 个 , 且 仅 能 用 一 个 方法 由 这 两 个 对 应 的 4 点 组 建立 起 来 , 即 
仅仅 借助 于 4 点 组 的 两 个 特性 (唯一 性 和 直线 间 的 相互 对 应 ) 。 我 们 
的 主要 工具 就 是 与 蜂 蛛 网 类 似 的 所 谓 莫 比 乌 斯 网 。 开 始 , 我 们 在 每 
个 平面 上 各 作 6 条 直线 ,连接 4 个 点 (图 16. 2)。 它 们 在 这 个 共 线 变 
换 下 必然 相互 对 应 ,因为 直线 1 2 必然 对 应 于 五 内 的 一 条 直线 ,此 直 
线 必然 包含 作为 1 的 像 的 1 和 作为 2 的 像 的 2 ,而 它 只 能 是 直线 
1 2 。 类 似 地 ,对 应 直线 的 各 交点 必然 相互 对 应 ,例如 点 (1，4，2，3) 
与 点 (1 ，4 ，2，3 ) 对 应 : 这 从 共 线 性 和 唯一 性 即 可 推出 。 如 果 用 
直线 与 新 的 点 连接 ,把 这 些 直线 延长 到 与 原来 的 直线 相交 ,再 把 这 些 
交点 连接 起 来 , 循 此 以 往 , 在 每 个 平面 上 将 出 现 越 来 越 稠 密 的 线 与 点 
组 成 的 网 。 这 些 点 和 线 在 所 要 求 的 共 线 变换 下 , 必然 成 对 地 相互 
对 应 。 


图 16. 2 


如 果 现 在 在 五 内 任 选 一 点 ,例如 说 它 是 网 的 一 个 角 点 ,或 者 不 
是 , 则 可 以 把 网 作 得 任意 小 ,而 把 这 一 点 包围 在 一 个 网 眼 内 ,即使 其 
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成 为 角 点 的 极限 点 。 在 前 一 种 情形 下 ,已 中 的 点 作为 对 应 的 网 的 角 
点 而 唯一 被 确定 。 至 于 第 二 种 情形 , 则 必须 对 其 线性 的 定义 加 上 葛 
比 乌 斯 认为 是 不 言 而 喻 的 一 个 条 件 , 即 此 映射 必须 是 连续 的 , 即 E 
内 一 个 点 集 的 每 个 极限 点 对 应 于 E 中 对 应 点 集 的 极限 点 。 据 此 及 
前 面 的 说 明 ,也 可 以 推出 ,在 第 二 种 情况 下 ,已 中 的 对 应 点 也 是 唯一 
确定 的 。 于 是 ,在 共 线 变换 是 连续 的 情况 下 证 明了 论断 (6) 的 正确 
性 。 用 同样 的 方法 ,可 以 证 明 , 通 常 空间 里 连续 的 共 线 变换 ,由 5 个 
对 应 的 点 对 确定 ;在 7 维 空间 中 , 则 由 z 十 2 个 对 应 的 点 对 确定 。 

现在 回 到 第 (6) 点 开头 的 讨论 。 结 果 得 出 下 面 这 个 准确 的 定理 : 
投影 变换 是 实现 直线 到 直线 的 唯一 连续 可 道 变 换 。 

绕 了 这 些 弯 后 ,请 让 我 们 回 到 第 (5) 点 中 提出 的 研究 , 即 在 投影 
变换 下 或 共 线 变 换 下 各 基本 几何 流 形 的 性 质 。 我 们 在 那里 已 经 讲 
过 ,一 个 无 限 平面 或 直线 可 以 被 映射 成 一 个 同类 的 图 形 , 所 以 这 些 概 
念 对 于 投影 变换 有 着 确定 不 变 的 意义 。 在 这 个 性 质 上 ,一 般 的 投影 
变换 与 仿 射 变换 相同 ,但 在 平行 性 质 方面 不 相同 。 

(7) 平行 性 概念 所 造成 的 情况 。 确 实 , 两 条 直线 的 平行 在 投影 
变换 下 不 一 定 像 仿 射 变换 下 那样 保持 着 。 相 反 ,空间 的 无 穷 远 平 面 
可 以 对 应 于 任何 有 限 平面 (化 零 平面 ) ,而 两 条 平行 线 的 公共 无 穷 远 
点 则 一 般 将 对 应 于 化 零 平面 上 的 一 个 有 限 点 ,而 对 应 于 两 条 平行 线 
的 两 条 直线 则 在 此 平面 上 相交 。 借 助 齐 次 坐标 ,可 严格 证 明 这 一 点 。 
事实 上 ,在 这 里 也 可 以 看 到 ,平行 性 概念 并 没有 被 完全 打 乱 ,而 是 变 
成 了 一 个 完全 确定 的 一 般 概 念 的 一 部 分 。 空 间 的 无 穷 远 点 组 成 一 个 
它 可 通过 投影 变换 变 成 空间 任何 其 他 (有 限 ) 平 面 ,在 这 个 意义 

它 与 所 有 平面 具有 同等 地 位 。 用 “无 穷 远 ”这 个 词 来 描述 只 是 在 某 
ein 于 是 , 称 各 直线 (或 平面 ) 是 相互 平行 
的 ,如 果 它 们 在 这 个 特殊 (无 穷 远 ) 平 面相 交 的 话 。 通 过 投影 变换 , 它 
们 可 以 被 变 成 在 其 他 固定 平面 相交 的 直线 (或 平面 ) ,此 时 新 的 直线 
(或 平面 ) 就 不 再 平行 了 。 
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与 这 个 性 质 相 联系 的 事实 是 ,在 投影 变换 下 ,格拉 斯 曼 的 基本 流 
形 将 相应 地 失去 了 不 变量 的 意义 。 自 由 矢量 绝 不 会 变 为 男 外 的 自由 
和 天 量 ,滑动 天 量 亦 然 ,等 等 。 让 我 们 看 一 看 在 空间 尺 具 有 6 个 坐标 : 
X=r—7T Y= ,ZL= Zz, = yz Oo YZ1, 
M= zz zx, N= ry — yixe 
的 一 个 线段 ,并 设 在 射影 变换 (1) 
和 
ri 二 by 二 czi 二 ds J 
-各 2 扳 
下 ,由 对 应 于 点 (zl， | ) 和 (zz， yz) 的 点 (zi ， yi ) 和 (zz ， y ) 构 成 的 
类 似 量 为 X，…, N 。 通 过 这 些 公式 ,X ,…, NN 变 成 分 式 , 其 分 子 
只 是 6 个 量 X,，…, 六 与 常数 系数 的 线性 组 合 ,而 对 它们 相同 的 分 
母 (zi 十 yi 十 GZ 十 d1) 《asaxz 十 Day 十 czz 十 di)，, 包含 不 能 只 
用 六,，…,， NN 表达 的 点 坐标 本 时 。 因 此 ,变换 后 的 线段 的 坐标 ,不 仪 
依赖 于 原来 线段 的 坐标 ,而 且 依 赖 于 端点 的 位 置 。 如 果 沿 线段 所 在 
直线 使 之 滑动 , 则 X，…，N 不 会 改变 ,而 XX ,，…,N' 一 般 将 改变 ， 
即 (1, 2 ) 不 是 格拉 斯 曼 意义 上 的 一 个 线段 。 
然而 ,无 限 百 线 在 投影 要 换 下 仍 保持 这 个 性 质 , 因 为 它 是 由 比例 
X : Y :…: N' 确 定 , 出 毛病 的 公分 母 被 约 去 。 因 此 ,这 个 比 实际 
上 只 由 比 X:Y:…: 和 表达 。 
(8) 仍然 有 某 些 重要 的 流 形 在 投影 变换 下 保持 为 同类 流 形 。 首 
先 ,通过 乘 以 公分 母 zx 十 bry 十 cz 十 dq 的 平方 ,可 以 看 到 ,每 一 个 
z，y，z 的 二 次 方程 变换 成 z"，y ,x 的 二 次 方程 ,反之 亦 然 。 这 表 
明 ,在 空间 尺 中 的 每 一 个 二 次 曲面 对 应 于 R' 中 的 二 次 曲面 。 因 此 ， 
每 个 这 种 曲面 与 平面 的 交 线 , 即 在 空间 R 内 的 每 个 二 次 曲线 对 应 于 
R' 中 的 二 次 曲面 。 同 样 ,用 一 个 或 几 个 坐标 的 方程 所 确定 的 任何 代 
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数 流 形 ,将 变换 为 同类 型 的 代数 流 形 。 因 此 ,这 些 流 形 的 性 质 是 射影 
变换 下 的 不 变量 。 

(9) 除了 这 些 用 方程 确定 的 不 变 流 形 外 ,我 必须 指出 在 所 有 投 
影 变换 下 保持 不 变 的 一 个 数值 量 , 它 取代 了 上 距离 和 角度 的 概念 。 正 
如 你 们 所 知道 的 ,距离 和 角度 即使 在 仿 射 变换 下 它 也 不 是 不 变量 ,更 
不 必 说 投影 变换 了 了。 首先 谈 直 线 , 我 们 考虑 任 选 4 点 1,，2, 3, 4 间 
的 距离 的 某 个 函数 , 即 以 前 说 过 的 交 比 


不 难 通过 计算 验 明 这 个 量 在 投影 变换 下 的 不 变性 。 后 面 讨论 不 变量 
理论 时 ,我 们 将 这 样 做 。 

如 果 用 角 的 正 艾 来 取代 角 , 则 情况 对 于 射线 束 也 十 分 类 似 。 如 
果 1, 2,，3, 4 是 东 中 的 射线 或 平面 , 则 其 交 比 表达 为 


sin(], 2) . sin(3, 2) sin(l1, 2) sin(3, 4) 


sin(1, 4) sin(3, 4) sin(], 4) sin(3, 2)° 


因为 这 些 交 比 是 投影 变换 下 首先 发 现 的 数值 不 变量 ,所 以 许多 
研究 投影 几何 学 的 人 认为 把 所 有 其 他 的 不 变量 化 为 交 比 , 即 令 这 种 
转化 是 十 分 人 为 的 ,也 是 值得 称道 的 目标 。 稍 后 ,我 们 将 比较 彻底 地 
考虑 这 些 问 题 。 

这 几 点 说 明 已 足以 表明 ,如 何 根 据 投影 变换 下 的 性 质 而 严格 地 
区 分 不 同 的 几何 概念 。 在 这 种 变换 下 保持 不 变 的 一 切 都 是 投影 几何 
的 研究 对 象 。 我 已 经 讲 过 ,投影 几何 是 19 世纪 产生 的 一 门 学 科 。 这 
个 学 科 名 称 现在 已 十 分 通用 , 它 比 早 先 常用 的 “位 置 几何 ”这 个 名 称 
好 。 以 前 数学 家 用 位 置 几何 这 个 名 称 , 是 想 拿 它 来 同 度量 几何 或 初 
等 几何 对 比 ,而 把 一 切 几 何 性 质 , 包 括 在 投影 变换 下 改变 的 性 质 部 列 
人 度量 几何 或 初等 几何 的 范围 。 旧 的 名 称 完全 没有 考虑 到 许多 度量 
性 质 ,特别 是 交 比 值 。 : 
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我 现在 要 像 讨论 仿 射 变换 时 一 样 ,讨论 射影 变换 的 应 用 。 

(1) 我 只 从 夯 法 几何 出 发 ,讨论 几 个 典型 的 例子 而 不 企 求 系 
统 化 。 

(a) 第 一 个 例子 是 通过 中 心 投影 把 空间 映射 到 平面 的 例子 。 这 
是 轴 测 (平行 ) 映 射 的 直接 推广 。 这 里 ,投影 射线 是 一 个 有 限 点 而 不 
是 从 无 穷 远 点 发 出 的 。 我 们 选 坐 标 原点 为 投影 中 心 ,以 z 二 1 为 投 
影 平面 (图 16. 3) .于 是 ,任意 点 P(r, y, z) 的 像 已 (z ，y，, > ) 均 有 
z 一 1, 且 因 己 与 已 处 在 同一 条 通过 
0 的 射线 上 , 故 有 


A  V 


图 16. 3 


这 是 一 个 特殊 的 投影 变换 。 由 于 它 与 轴 测 映射 相似 ,自然 使 我 们 怀 
疑 它 的 行列 式 等 于 零 。 事 实 上 ,过 渡 到 齐 次 坐标 ,我 们 得 


OE’ = pn 一 7, dd 4 o'r 一 T， 
代 换 的 行列 式 为 


OO OO OO 
OO OO ~ OO 
OO OO 
> EE > 


只 要 你 们 注意 到 ,一 般 来 说 ,每 个 平面 通过 一 个 行列 式 不 为 零 的 (二 
维 ) 投 影 变 换 。 与 投影 平面 相 联 系 , 你 们 就 可 以 用 早先 讨论 中 用 过 的 
类 似 方 法 ,很 快 推出 这 个 变换 的 各 种 性 质 。 由 此 特别 推出 ,一 条 直线 
上 任意 4 点 的 交 比 ,或 过 一 点 的 任何 4 条 直线 的 交 比 ,经 过 变换 是 不 
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变 的 。 

(b) 第 二 个 例子 是 关于 把 中 心 投影 作为 极限 情形 包含 在 内 的 ， 
具有 不 为 零 的 行列 式 的 所 谓 立 体 投 影 的 投影 性 质 。 一 个 物体 的 立体 
像 , 投 入 一 定 远 的 观察 者 眼中 的 射线 ,与 原 物 体 投 入 相应 位 置 观察 者 
的 射线 相同 。 这 意味 着 ,在 适当 选择 坐标 系 方向 的 情况 下 ,原来 点 及 
其 像 点 将 在 过 原点 的 同一 条 射线 上 


/ / 


Ty :ix—rI:y:Z2, (4) 
这 一 种 情况 与 前 一 种 情况 的 差别 在 于 : 原来 点 不 是 被 映射 到 一 个 平 
面 上 , 而 是 被 压缩 到 某 个 有 限 宽 度 的 狭窄 空间 块 内 。 
我 断定 ,这 个 变换 由 公式 


(] + k)r 2 (1 十 R)y / (1 十 &R)z (5) 


9 一 一 


二 > 之 十 有 之 十 
来 完成 。 首 先 , 它 至 少 给 出 了 一 个 投影 变换 ,也 显然 满足 方程 (4)。 
我 们 利用 其 对 应 的 齐 次 方程 
po = (1+k)é, pn = (+k)y, 
pt ss(14 Dt or Eke 


求 得 其 行列 式 为 
1 二 0 0 0 
0 1 十 R 0 0 
三 是 一 AL 十 A 六 。 
0 0 1+k 0 
0 0 k 


除 上 k= 二 0 或 k= 一 1 外, 它 显然 不 为 零 。 

对 上 = 二 0 和 情形 ,(5) 式 正好 转变 为 前 面 的 中 心 投影 公式 , 即 由 立 
体 完全 退化 到 平面 .k= 一 1 时 给 出 x ==y = x = 0, 即 空间 的 每 个 
点 均 由 原点 代表 ,这 显然 是 没有 用 处 和 无 价值 的 特殊 情况 。 
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为 了 确定 起 见 , 我 们 选择 > 之 0。 为 了 明确 变换 (5) 的 几何 意义 ， 
我 们 首先 注意 到 ,每 个 平面 z = 常量 ,变换 成 一 个 平行 平面 
a (1 k)z 
Zz 十 kk” 
通过 由 O 发 出 的 射线 使 两 个 平面 相互 变换 是 完全 清楚 的 ,现在 只 需 
要 解释 这 个 规律 (6) 式 。 

当 z = 二 colt 二 0) 时 ,zx == 1 十 k。 这 个 与 xy 平面 平行 旦 与 其 距 
离 为 1 十 & 的 平面 ,是 像 空 间 的 化 零 平面 ,同时 在 某 种 意义 上 形成 立 
体 图 的 背景 。 物 体 的 空间 图 在 无 穷 远 处 的 背景 被 映射 而 呈现 在 此 平 
面 上 。 平面 z 二 1 也 起 重要 作用 ,因为 在 这 个 平面 上 物 与 像 重 合 ,3 
是 由 于 当 z = 1 时 ,zx 也 等 于 1。 如 果 令 > 区 
z 从 1 增加 到 ce, 则 = 从 1 单调 地 增加 到 z 
1 十 &, 即 如 果 将 物体 限制 在 平面 z==1 的 
后 面 ,我 们 实际 上 得 到 一 个 有 限 深度 & ee 
的 立体 像 。 实 际 上 ,能 够 且 始 终 必须 有 像 ( 
这 样 的 限制 (图 16. 4)。 

再 注意 一 下 (6) 式 ,对 点 zx，1，z，0 O O/ 
的 交 比 找到 关系 式 图 16.4 


(6) 


z 一 1 zx—0 zl1, (t+hz 1+k 


z 一 0 xz 一 1 z  R(z 一 1)  k 


一 般 来 说 ,这 两 个 彼此 对 应 的 点 z 与 z 和 点 1 与 0 组 成 的 交 比 为 
第 数 。 

我 们 收集 一 数学 模型 ,可 以 表示 立方 体 上 的 球 、 旋转 圆锥 及 旋转 
圆柱 的 立体 投影 。 从 适当 的 距离 处 观察 ,模型 对 原 物 体 给 出 了 一 个 
十 分 清楚 的 形象 , 当然 ,心理 反应 起 了 重要 作用 。 同 样 的 光线 进入 人 
眼 这 个 孤立 的 事实 ,并 不 足以 确定 立体 感 ,习惯 必然 起 某 种 重要 作 
用 。 事 实 上 ,办 为 我 们 多 看 立方 体 上 的 球 , 少 看 狭长 六 面体 上 的 狭长 
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的 椭 球 (这 正 是 立体 投影 图 像 的 情况 ), 所 以 我 们 从 一 开始 就 不 免 把 
光 的 印象 同 前 一 个 来 源 的 印象 联系 起 来 。 对 这 个 反应 的 进一步 考 
察 , 可 以 留 给 心理 学 家 去 进行 。 

以 上 种 种 足以 使 你 们 对 投影 变换 在 画 法 几何 上 的 应 用 获得 初步 
印象 。 当 然 ,这 些 定理 要 求 进 一 步 的 考虑 ,在 结束 这 一 节 以 前 我 不 能 
不 鼓励 你 们 彻底 研究 画 法 几何 ,因为 我 认为 这 种 研究 对 每 一 名 数学 
教师 是 不 可 缺少 的 。 

(2) 我 希望 讨论 的 有 关 投 影 变换 的 第 二 个 应 用 ,是 如 何 由 此 推 
导 几 何 定理 和 观点 。 你 们 会 回忆 起 ,我 们 曾 为 类 似 的 目的 对 仿 射 变 
换 进行 讨论 。 

(a) 我 们 从 这 样 的 定理 出 发 , 即 当 一 个 圆 
通过 射影 变换 或 中 心 投影 变换 时 , 它 变 成 一 个 
“圆锥 截 线 ”", 即 圆周 上 点 的 射线 所 组 成 的 圆锥 
面 与 一 个 平面 的 交 线 。 我 有 一 个 模型 ,可 以 用 
来 表示 如 何 用 这 个 方法 形成 一 个 椭圆 一 条 双 
人 曲线 或 一 条 抛物 线 (图 16. 5)。 

(b) 由 此 推出 ,对 投影 几何 而 言 , 只 
图 16.5 种 圆锥 曲线 。 因 为 任何 两 种 圆锥 曲线 都 可 变 
换 成 一 个 圆 ,从 而 可 彼此 互相 变换 。 从 这 个 观 
点 来 看 ,区 分 成 椭圆 .抛物线 和 双 曲 线 , 并 未 说 明 本 质 差 异 , 只 反映 了 

相对 于 通常 所 谓 “ 无 穷 远 ” 直 线 的 不 同位 置 而 已 。 

(c) 现在 对 圆锥 曲线 推导 出 下 面 的 基本 交 比 定理 : 已 给 一 条 圆 
锥 曲线 上 的 任意 4 个 固定 点 1, 2, 3, 4, 从 同一 曲线 上 第 五 个 可 移动 
点 卫 向 这 4 点 作 射 线 ,那么 4 条 射线 的 交 比 与 点 P 的 位 置 无 关 ( 图 
16. 6) 。 

为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 回 过 来 看 一 下 通过 中 心 投影 产生 所 述 圆 
锥 曲线 的 那个 圆 。 只 要 证 明 在 圆 的 情形 下 交 比 不 变 , 一 般 定 理 即 获 
证 明 。 设 在 圆 上 有 4 个 对 应 点 1 ，2 ，3，4 ,由 圆 上 其 他 两 个 任意 
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图 16.6 


点 P!， PP 向 其 各 作 4 条 射线 , 则 两 组 射线 的 交 比 相等 。 但 这 是 显 而 
易 见 的 ,因为 按 圆 周 角 定理 ,射线 束 Pi(1 ,2 ,3 ,4) 与 P;(1 ,2"， 
3，4 ) 所 构成 的 角 分 别 对 应 相等 , 故 这 两 组 射线 所 成 角 的 正弦 的 交 
比 当然 相等 。 

(d) 斯 坦 纳 的 圆锥 曲线 实际 上 是 建立 在 这 个 定义 的 基础 上 , 因 
为 他 是 从 两 组 “射影 相关 的 ”射线 束 出 发 的 ,而 在 这 两 组 射线 中 ,两 组 
对 应 的 4 条 射线 有 相同 的 交 比 。 所 以 ,圆锥 曲线 是 两 组 对 应 射线 的 
交点 的 轨迹 。 

这 几 点 说 明 已 足以 使 你 们 明白 射影 变换 对 圆锥 曲线 理论 的 重要 
意义 。 你 们 可 以 在 任何 一 本 投影 几何 教材 中 找到 更 完善 的 说 明 。 

现在 进入 与 本 章 有 关 的 更 广泛 的 内 容 , 讨 论 不 属于 至 今 所 考虑 
过 的 线性 变换 范围 以 内 的 新 的 几何 变换 ,从 位 移 转 人 最 一 般 的 几何 
投影 。 


第 十 七 章 
高 阶 点 变换 


现在 将 研究 不 是 由 线性 函数 , 而 是 由 高 阶 有 理 函 数 ,甚至 是 超越 
函数 


TX = $x, y, 2z), y = Xx, y, 2), x = yr, y, z) 
所 表示 的 变换 。 


按 本 讲义 的 计划 ,我 不 给 出 系统 论述 ,只 介绍 一 系列 在 纯 数 学 尤 
其 在 数学 应 用 上 有 一 般 意义 的 特别 例子 。 


317.1 反 演 变换 


本 变换 将 每 点 P 变 成 连接 P 与 原点 O 的 直线 上 的 点 已 ,使 
OP。OP 等 于 给 定常 量 (图 17. 1) 。 


p’ 正如 你 们 所 知道 的 ,这 个 变换 在 
P 纯 数学 ,特别 在 复 变 函数 理论 里 起 到 
O 十 分 重要 的 作用 ,但 在 物理 学 和 其 他 
图 17.1 的 应 用 中 较 少 出 现 。 后 面 将 充分 讨 
论 常 数 为 1 的 特殊 应 用 情况 。 


(1) 在 处 理 这 个 变换 时 , 仍 从 推导 它 在 直角 坐标 系 的 方程 出 发 。 
因 点 卫 与 点 了 在 同一 条 通过 点 O 的 直线 上 , 故 有 


Tiy i= 二 XI:Yy:Z。 (1) 


又 为 了 简单 起 见 , 设 有 关 常 数 为 1, 从 距离 OP 与 OP 的 公式 ,可 得 
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(十 十 Zz)(x 十 光 十 zx) 一 1 (2) 
因此 ,变换 方程 为 


/ 


Tz 十 十 zz XxX? 十 十 zz 2 十 光 十 于 


同样 可 得 


(3) 


a x es y 

因此 ,不 仅 卫 的 坐标 由 PP 的 坐标 有 理 地 表达 ,P 的 坐标 也 由 三 的 坐 
标 有 理 地 表达 , 而且 在 两 种 情况 下 所 出 现 的 荐 数 相 同 。 分 母 都 是 一 
个 二 次 表达 式 。 这 里 是 一 个 所 谓 二 次 双 有 理 变 换 的 特殊 情形 。 而 
且 , 存 在 着 正 反 均 为 有 理 上 图 数 表 示 的 .更 广泛 的 一 类 双 有 理 变换 (一 
般 是 单 值 可 逆 ) 。 它 们 以 克 里 蒙 那 (Cremona) 变换 为 名 ,成 为 一 个 广 
泛 发 展 的 理论 的 对 象 ,至 少 应 在 讨论 其 中 最 简单 的 一 种 变换 时 加以 
提 及 。 

(2) 方程 (3) 和 方程 (4) 表 明 , 空 间 中 每 一 点 已 对 应 于 一 点 己 ， 
反之 ,如 除去 原点 (目前 ), 则 每 点 已 也 对 应 一 点 己 。 但 如 令 z，y，z 
同时 趋向 于 零 , 则 方程 (3) 的 分 母 是 比分 子 高 阶 的 无 穷 小 , 故 z ，y ， 
z 变 成 无 穷 大 。 因 此 ,可 以 称 原点 为 变换 的 零点 。 反 之 ,如 ,yy ,x 
以 任意 方式 变 成 无 穷 大 , 按 (4) 式 ,z，>y，z 都 将 趋向 于 零 。 因 而 ,用 
早先 的 术语 ,可 以 说 一 个 点 对 应 于 整个 无 穷 远 平 面 。 但 这 个 “无 穷 远 
平面 ?只 是 为 了 适应 投影 变换 而 采用 的 方便 说 法 。 它 意味 着 ,在 这 种 
变换 下 ,空间 的 无 穷 远 部 分 在 性 质 上 和 平面 一 样 , 即 它 将 变换 成 
某 一 有 限 平面 上 的 点 ,这 样 可 使 定理 排除 例外 ,不 必 引 和 人 几 种 情况 。 
这 并 不 妨碍 我 们 在 这 里 采用 不 同 的 表达 方式 ,使 这 里 的 定理 同样 毫 
无 例外 地 成 立 。 据 我 们 的 变换 ,空间 的 无 穷 远 处 被 变换 成 一 个 点 。 


(4) 


之 一 
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一 一 一 一 -一 一 


因此 ,我 们 简单 地 说 ,只 有 一 个 无 穷 远 点 , 它 在 我 们 的 变换 下 对 应 于 
坐标 原点。 于 是 ,我 们 的 变换 事实 上 成 为 无 例外 的 单 值 可 逆 变 换 。 

这 里 也 像 在 我 们 前 面 的 说 明 中 一 样 , 必 须 强调 : 关于 无 穷 远 的 
真实 性 质 , 我 们 所 考虑 的 ,一 点 也 没有 形而上学 的 意思 。 当 然 总 是 有 
人 由 于 习惯 上 偏向 于 这 一 种 或 那 一 种 的 表达 形式 而 希望 对 无 穷 远 赋 
予 超越 的 意义 。 这 类 两 种 观点 的 拥护 者 有 时 陷于 争论 不 休 的 情况 。 
当然 ,两 者 都 是 错误 的 。 他 们 息 记 了 我 们 真正 关心 的 是 为 了 适合 某 
一 个 目的 而 作出 的 任意 约定 。 

(3) 我 们 的 变换 的 主要 性 质 , 一 般 地 说 是 把 球 转变 为 球 。 事实 
上 ,球面 方程 具有 形式 


A(zr®? 十 y ?十 z) 十 Bx ’ 十 Cy 十 Dz 十 E=0。 (5) 


用 (3) 式 的 值 z ，y ,zz 代入 ,以 x 十 y ?十 xz? 除 全 式 , 借 助 于 (2) 
式 , 可 得 A 十 Br 十 Cy 十 D 十 E(x 十 十 zx) 一 0, 这 确实 是 一 个 
球面 方程 。 事 实 上 ,应 该 指出 ,方程 (5) 也 包括 平面 ( 当 A=0 时 ), 在 
这 里 可 以 把 它 当 作 一 个 特殊 的 球面 ,而 事实 上 是 包含 无 穷 远 点 的 球 
面 。 在 我 们 的 变换 下 ,它们 变 成 通过 与 无 穷 远 点 对 应 的 点 即 原点 的 
球 。 反 之 ,任何 经 过 原点 的 球 变 成 通过 无 穷 远 点 的 球面 , 即 平面 。 有 
了 这 个 规定 , 球 对 应 球 的 定理 就 毫 无 例外 地 成 立 了 。 

由 于 两 个 球面 (一 个 球面 和 一 -个 平面 也 同样 如 此 ) 相 交 于 一 个 
圆 ,因此 也 导出 圆 总 是 对 应 于 圆 ,在 此 ,直线 是 作为 “通过 无 穷 远 点 的 
圆 ” 而 包含 在 内 的 。 反 之 ,在 我 们 的 变换 下 ,一 条 直线 对 应 于 一 个 通 
过 原点 的 圆 。 

(4) 如 果 以 平面 的 变换 为 限 , 上 述 定 理 当 然 仍 然 成 立 。 例 如 直 
线 运动 问题 ,这 是 一 个 非常 初等 的 问题 ,而 实际 上 属于 非 数 学 家 的 兴 
趣 范围 ,但 是 有 了 上 述 定 理 , 才 使 这 个 问题 得 到 了 一 个 漂亮 的 解答 。 
问题 是 仿 助 一 个 链 杆 系统 控制 一 点 沿 直 线 运动 。 从 前 在 制造 蒸汽 机 
时 ,特别 重要 的 是 设计 一 种 机 械 ,使 活塞 的 直线 运动 转换 成 曲柄 的 圆 
周 运 动 。 
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这 使 我 们 对 法 国 军 官 波 塞 利 (Peaucellier) 于 1864 年 制造 的 “ 逆 
转 费 ”产生 了 兴趣 。 这 个 机 械 装 置 带 动 一 时 ,尽管 结构 是 十 分 简单 而 
明显 的 。 此 装置 由 6 个 连 杆 组 成 (图 17. 2)。 两 条 长 为 /的 杆 连 接 在 
固定 点 O 〇 上; 男 外 4 条 长 为 m 的 杆 形成 一 个 萎 形 ,其 一 对 顶点 是 杆 ! 
的 病 点 。 设 雁 形 的 自由 顶点 为 己 与 


P'。 这 个 装置 有 两 个 自由 度 ; 首先 ， [一 ， 
可 使 两 个 杆 ! 任意 相互 倾斜 ;其 次 ， ， 有 
可 使 这 两 个 杆 一 起 绕 点 O 旋转 。 但 Me 人 ， 

每 当 发 生 这 种 运动 ,OPP 仍 在 一 条 


直线 上 ,这 是 不 难 用 几何 方法 证 明 图 17.2 
的 , 且 积 


OP .OP 一 了 一 m’ 二 常量 


与 的 位 置 无 关 。 因 此 ,这 个 装置 实际 上 实现 了 以 点 O 为 中 心 的 一 
种 反 演变 换 。 我 们 只 需要 使 点 PP 沿 一 个 过 点 O 的 圆 移动 , 即 可 迫使 
点 了 ( 按 上 述 第 (3) 点 中 的 定理 ) 沿 一 条 直线 移动 。 如 果 点 了 附 在 第 
七 条 杆 PC 上 ,其 另 一 闯 点 C 固定 在 点 O 与 点 了 的 初始 位 置 的 中 
点 , 即 可 产生 这 种 结果 ,这 样 就 只 剩 下 一 个 自由 度 , 即 点 了 将 沿 一 条 
直线 移动 。 应 该 指出 ,点 已 不 可 能 遍历 整个 无 限 直线 ,由 于 给 定 的 
杆 长 不 允许 过 分 移动 , 它 的 自由 移动 将 受到 它 到 点 O 的 距离 不 得 超 
过 /十 m 的 限制 。 在 某 些 模 型 中 ,点 C 有 小 小 的 移动 ,因而 点 已 所 经 
历 的 圆 只 是 接近 点 O, 故 点 卫 不 是 在 一 条 直线 上 而 是 在 一 个 半径 大 
的 圆周 上 移动 。 这 个 装置 的 这 种 用 法 也 可 能 常常 会 用 到 下。 

(5) 在 反 演 变换 的 一 般 性 质 中 ,我 最 后 要 强调 的 是 保 角 性 。 这 
意味 着 ,两 曲面 在 其 交 线 上 任 一 点 所 构成 之 角 在 变换 后 仍 保持 不 变 。 


@ 还 可 参考 A，B， 肯 普 (A. B Kempe) 的 《怎样 画 直 线 》 伦敦, 1877 年 ,以 及 
Naturwissenscha ftlich-medezinischen Abhand lungen der Wiirttembergischen Gesellschaft 
zur Forderung der Wissenshaften， Abteilung Tibingen, 第 6 分 册 ,1924 年 。 


。120 。 高 观点 下 的 初等 数学 


因为 我 不 涉及 这 方面 的 细节 , 故 略 去 其 证 明 。 

(6) 球 极 平面 投影 在 应 用 中 也 起 到 很 重要 的 作用 ,可 以 把 它 看 
做 是 反 演 变换 中 特殊 的 一 章 。 它 的 获得 如 下 所 述 : 设 考虑 一 个 球 
面 ,经 反 演 变换 变 成 固定 平面 > = 1。 根据 (3) 式 中 第 三 式 ,这 个 球 的 
方程 是 


因此 ,这 个 被 变换 成 平面 2 = 1 的 球 , 半 
图 17.3 径 为 去 ,其 中 心 在 z 轴 上 点 z 二 去 处 . 它 


经 过 原点 且 与 像 平 面 z = 1 相 切 (图 17. 3)。 如 果 利用 通过 中 心 O 
与 对 应 点 的 空间 射线 束 , 那 就 可 以 立即 把 球面 与 平面 的 关系 弄 清楚 ， 
并 发 现 相应 的 点 。 我 们 将 不 加 证 明 地 叙述 下 列 定理 : 

(1) 如 果 把 平面 的 无 穷 远 部 分 当 作 一 个 点 ,因而 被 映射 为 球面 
的 点 O, 则 此 映射 是 全 平面 上 单 值 可 北 的 。 

(2) 球面 上 的 圆 对 应 于 平面 上 的 圆 ,特别 是 通过 点 O 的 圆 对 应 
于 过 无 穷 远 点 的 圆 , 即 直线 。 

(3) 两 个 曲面 上 的 对 应 关系 是 保 角 的 ,或 习惯 地 说 ,此 变换 是 保 
角 的 。 

你 们 当然 知道 ,这 个 球 极 平面 投影 在 复 变 函 数论 中 具有 十 分 重 
要 的 意义 ,我 在 去 年 冬天 的 讲座 中 经 常 利用 它 了 ?。 关 于 其 他 方面 的 
同等 重要 的 应 用 ,我 要 提 到 地 理学 与 天 文学 。 古 代 天 文学 家 已 经 知 
道 球 极 平面 投影 ,即使 今天 ,你 们 也 会 在 地 球 的 半球 和 两 极 区 域 的 地 


@D 匈 第 一 卷 第 六 章 第 二 节 。 
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图 上 看 到 球 极 平 面 投影 。 
下 面 对 最 后 所 说 的 应 用 领域 举 在 干 个 例子 。 


8 17.2 苦 些 较 一 般 的 映射 投影 


讲 到 这 里 ,我 觉得 可 以 先 讲 一 段 内 话 。 首 先 , 地 理 绘图 理论 是 中 
学 的 一 门 重要 课程 。 地 图 是 怎么 画 的 ,会 使 每 个 中 学 生 感 兴趣 。 数 
学 教师 如 果 能 介绍 一 些 这 方面 的 知识 ,就 比 只 讲 抽象 问题 要 生动 。 
因此 ,未 来 的 教师 都 应 了 解 这 个 数学 领域 ,而 且 这 个 领域 能 为 数学 家 
提供 一 些 有 趣 的 .有 关 点 变换 的 例子 。 

如 果 一 开始 就 把 地 球 想象 成 从 南极 到 zy 平面 的 球 极 平 面 投 
影 , 那 对 讲 清 这 方面 的 问题 会 有 极 大 的 好 处 。 这 样 的 话 , 相 对 于 那 一 
个 极点 ,任何 投 到 包 平 面 上 的 其 他 映射 ,将 由 两 个 方程 针 灾 zz，y)， 
7 一 X(z，y) 给 出 。 

实践 中 用 得 最 多 的 是 保 角 上 映射。 如 果 我 们 把 复 变 量 十 1y 看 成 
是 复 变量 z 十 iy 的 一 个 解析 函数 

é+in= f(r+iy) = $lr, y) + iX(r, y)， 

则 如 复 变 函数 论 中 所 述 , 即 得 到 这 些 映 射 。 但 我 要 强调 ,地 理学 中 常 
常用 到 的 ,恰恰 是 不 保 角 映射 。 因 而 , 保 角 映 射 不 应 像 通 常 那样 被 看 
成 是 唯一 重要 的 映射 。 

在 保 角 映射 中 占有 显著 地 位 的 是 数学 家 默 卡 多 (G. Mercator) 
于 1550 年 左右 发 现 的 所 谓 默 卡 多 投影 。 每 一 本 地 图 册 里 的 地 球 投 
影 ,用 的 都 是 默 卡 多 投影 。 

默 卡 多 投影 选择 对 数 琐 数 为 解析 冰 数 。 它 由 方程 人 Hi 王 log(z 
十 iy) 给 出 。 

作为 数学 家 ,我 们 能 立即 从 这 个 简短 的 公式 推出 投影 的 性 质 , 但 
对 没有 数学 训练 的 地 理学 家 , 默 卡 多 投影 的 处 理 当 然 较为 困难 。 在 
zy 平面 引入 极 坐 标 系 (图 17. 4), 即 令 zz 十 iy = re”, 则 有 
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é+iy= log(r 。 e*) 一 logr 十 应 。 
故 == logr, 7 二 $。 


向 北 极 
加 南极 


图 17. 4 图 17. 5 


我 们 取 地 球 的 南极 为 地 极 平面 投影 的 中 心 , 则 zy 平面 的 原点 O 
对 应 于 地 球 北极 ,而 射线 ?二 常量 在 zy 平面 上 对 应 于 经 线 。 于 是 ， 
在 默 卡 多 投影 里 (图 17. 5) ,经 线 变 为 y= 常量 , 即 平行 于 6 轴 。 其 上 
的 北极 (x = 0, € 二 一 co) 和 南极 (~ 一 十 ceo， = 十 ceo), 分 别 位 于 左 
侧 和 右 侧 无 穷 远 点 。 因 为 角 $ 未 确定 ,可 能 相差 2r 的 倍数 ,所 以 这 
个 映射 有 无 穷 多 值 ,每 条 平行 于 轴 、 宽 为 2x 的 带 ,给 出 了 整个 地 球 
表面 的 映像 。 一 常数 的 纬 线 圆 在 默 卡 多 映射 中 变 成 平行 线 $= 常 
数 , 也 就 是 说 ,由 于 角 理 所 当然 保持 不 变 ,因此 它们 是 经 线 映像 的 正 
交 轨 线 。 赤 道 (r = 1) 对 应 于 yy 轴 (§ = 0)。 

这 个 例子 可 能 促使 你 们 进一步 研究 地 理学 中 的 许多 映射 变换 ， 
不 过 我 现在 要 注意 讨论 其 中 一 个 更 一 般 的 定理 。 你 们 当中 和 钻研 过 地 
理学 的 人 ,必然 听 说 过 蒂 索 (Tissot)Q@ 定 理 , 从 我 们 的 观点 出 发 ,是 很 
容易 把 它 的 内 容 搞 清楚 的 。 


QD 蒂 索 。 他 在 Die Netzenentwiirfe geographischer karten nebst Aufgaben iiber 
Abbildungen beliebiger Fliichen auf einander 一 书 中 发 表 了 这 个 定理 ,该 书 由 哈 默 译 成 德 
文 ,1887 年 出 版 于 斯 图 加 特 。 
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设 在 zy 平面 上 和 岛 平面 上 各 有 一 个 表示 地 球 表面 的 地 图 ,其 
中 每 一 个 的 映射 都 可 以 是 任意 的 , 且 不 必 是 保 角 的 。 两 个 映射 彼此 
有 某 种 关系 ,可 将 其 写成 形式 二 $x, y), 7 二 X(x, yy)。 
我 们 考察 两 对 应 点 (xo，yo) 和 (名, 为) 的 邻 域 ,其 中 馈 = $xo， 
yo), 为 二 XC(xo，yo)。 为 此 ,我 们 用 方程 
并 一 加 十 工 ， yy 一 为 十 y， 
§ 二 多 十 台 ， 了 一 办 十 玫 


导出 新 变量 (x ,，y ) 和 (C7)。 按 泰勒 定理 展开 ,可 得 


9y 
0 


其 中 导数 取 于 点 x 二 zo，y 二 yo， 高 阶 项 则 由 省 略 号 表示 之 。 我 们 
现在 以 一 个 充分 小 的 邻 域 为 限 , 使 列 出 的 线性 项 对 实际 值 (f", 77) 给 
出 足够 的 近似 。 这 当然 意味 着 把 没有 这 种 邻 域 的 奇 点 《xo，yo) 排 除 
在 外 。 因 此 ,所 有 4 个 偏 导数 同时 为 零 的 点 被 除外 ,从 而 使 线性 项 给 
出 一 个 有 用 的 近似 。 于 是 ,如 果 只 考虑 这 样 得 到 的 ,在 (x ，y ) 与 
(&', 7) 之 间 的 线性 方程 ,我 们 立即 得 到 组 成 蒂 索 映射 基础 的 基本 定 
理 : 两 个 同一 地 域 的 地 图 ,在 一 个 非 奇 点 的 邻 域 内 近似 地 由 一 个 仿 
射 变换 联系 起 来 。 如 果 应 用 前 面 关 于 仿 射 变换 的 定理 ,实际 上 就 得 
到 了 所 谓 蒂 索 定理 的 全 部 结果 。 

我 只 提醒 你 们 注意 几 个 要 点 。 我 们 知道 ,一 切 都 依赖 于 仿 射 变 
换 的 行列 式 , 即 行列 式 : 
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被 称 为 在 点 工 王 zo，y 二 yo 处 函数 ”与 X 的 函数 行列 式 。 在 应 用 中 ， 
我 们 总 是 避免 人 = 0 的 情形 ,因为 在 这 种 情形 下 ,在 zy 平面 的 点 
(zo，y ) 的 邻 域 将 被 映射 成 银 平 面 上 的 一 条 曲线 段 ,地 理学 家 很 难 
把 这 种 图 当 作 有 用 的 图 。 因 此 ,我 们 要 考虑 A 关 0, 在 前 面 讨 论 中 ， 
我 们 已 弄 清 这 种 仿 射 变换 的 性 质 , 因此 可 以 利用 下 述 定理 : 点 (6， 
为) 的 邻 域 可 以 在 我 们 所 关心 的 精确 度 以 内 从 点 Cx。，yo) 的 邻 域 求 
出 , 即 : 使 后 者 经 过 一 个 沿 两 垂直 方向 的 纯粹 变形 ,再 转 过 一 个 适当 
的 角度 。 你 们 会 在 蒂 索 的 书 中 发 现 ,他 实际 上 对 这 个 定理 给 出 了 一 
个 特别 清楚 的 推导 。 同 时 ,你 们 可 以 在 这 里 看 到 一 个 有 趣 的 例子 ,说 
明 关 心 应 用 的 人 如 何 努 力 满 足 对 其 所 研究 科目 的 数学 要 求 。 对 于 数 
学 家 来 说 ,事情 总 是 显得 非常 简单 ,但 是 了 解 一 下 这 些 应 用 的 要 求 ， 
仍然 是 有 益 的 。 
下 面 就 来 讨论 点 变换 的 一 般 情况 。 


3 17.3 最 一 般 的 可 迎 单 值 连 续 点 变换 


我 们 至 今 讨 论 过 的 所 有 映射 函数 ,都 是 连续 和 逐次 可 微 的 ， 
事实 上 也 都 是 解析 的 (可 展 为 泰勒 级 数 的 )。 但 我 们 允许 有 多 
值 ,其 至 无 穷 多 值 函 数 ( 例 如 对 数 )。 现 在 提出 我 们 的 主要 要 求 
是 : 映射 函数 应 该 是 无 例外 的 单 值 可 逆 函 数 。 我 们 也 假设 它们 
是 连续 的 。 但 对 导数 的 存在 性 等 等 不 作 任何 假设 。 我 们 要 问 的 
是 在 这 最 一 般 的 单 值 可 逆 连 续 变 换 下 保持 不 变 的 几何 图 形 性 
质 。 设想 例 如 有 一 个 橡胶 做 的 曲面 和 固体 ,其 上 画 有 图 形 。 如 
果 橡 胶 物 在 不 被 据 破 的 前 提 下 任意 变形 ,那么 这 些 图 形 中 有 哪 
些 东西 保持 不 变 呢 ? 

我 们 在 处 理 这 个 问题 时 发 现 的 所 有 性 质 , 组 成 所 谓 拓扑 学 这 
样 一 个 领域 。 我 们 可 以 称 它 为 依赖 于 位 置 而 完全 不 依赖 于 大 小 
的 那些 性 质 的 科学 。 这 个 名 称 来 自 黎 曼 。 在 1857 年 的 著名 论 
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文 “解析 函数 理论 ”0 中 ,他 被 函数 论 的 兴趣 吸引 到 这 些 研究 之 中 。 
从 那 时 起 ,拓扑 学 常常 不 在 几何 学 书 中 叙述 ,而 在 函数 论 中 用 到 它 的 
地 方 加 以 讨论 。 但 莫 比 乌 斯 却 不 这 样 ,他 在 1863 年 写 的 论文 2 中 是 
从 纯粹 几何 意义 去 讨论 拓扑 学 的 。 他 称 那些 在 可 逆 单 值 连续 变形 下 
互相 变换 的 图 形 为 “基本 相关 ”图 形 , 因 为 在 那些 变换 下 保持 不 变 的 
性 质 是 最 简单 的 性 质 。 

这 里 将 以 曲面 的 研究 为 限 。 我 们 应 指出 由 莫 比 乌 斯 首先 发 现 而 
被 黎 曼 完全 忽视 的 一 个 性 质 : 界限 , 即 关 于 一 个 曲面 是 单 侧 还 是 双 
侧 的 区 分 问题 。 我 们 已 经 在 本 卷 第 一 章 中 讨论 过 单 侧 莫 比 乌 斯 带 ， 
通过 其 上 的 连续 移动 ,能 使 人 不 知 不 觉 地 从 一 侧 转 到 另 一 侧 , 因 而 两 
侧 之 间 的 区 分 失去 任何 意义 。 显 然 , 这 个 性 质 在 所 有 连续 变形 下 都 
被 保留 着 。 因 此 ,在 拓扑 中 ,我 们 从 开始 起 就 必须 真正 区 分 出 单 侧 曲 
面 与 双 侧 曲面 。 

为 了 简单 起 见 , 这 里 只 讨论 双 侧 曲面 ,特别 是 因为 在 复 函 数论 中 通 
常 只 考虑 它们 。 但 单 侧 曲面 的 理论 本 质 上 也 不 难 。 对 于 在 拓扑 意义 上 
的 一 个 曲面 ,已 发 现 有 完全 刻画 它 的 两 个 自然 数 : 它 的 边界 曲线 个 数 凡 
以 及 不 能 把 它 分 成 几 部 分 的 封闭 切口 个 数 p 即 所 谓 亏 格 。 更 准确 说 两 
个 双 侧 曲 面 彼此 能 进行 可 北 单 值 连续 变换 (它们 是 “基本 相关 的 ”, 现 在 
称 为 同 胚 ) 的 充分 必要 条 件 , 是 这 两 个 曲面 有 相同 的 两 个 数 x 和 pp。 这 
个 定理 证 明 起 来 就 太 喝 叶 了 ,我 只 能 用 几 个 例子 来 说 明 这 些 数 yj 和 p。 

我 们 设想 3 个 曲面 一 个 接 一 个 摆 在 一 起 ,一 个 是 球面 ,一 个 是 环 
面 , 再 一 个 是 双环 面 , 如 图 17. 6 所 示 。 每 个 都 是 封闭 曲面 , 即 没 有 边 
界 曲线 ,因此 yx 二 0, 在 第 一 个 例子 中 ,每 个 闭合 切口 把 曲面 分 成 两 个 


@ Journal fiir die recne und angewandte Mathematik ,第 54 卷 ,或 4 黎 曼 数学 著作 
集 》(1892 年 ,莱比锡 ,第 2 版 ), 第 88 页 。 歼 曼 追 随 菜 布 尼 兹 ,在 这 里 把 “分 析 " 一 词 用 于 方 
法 论 上 的 本 义 ,不 是 当 作 一 个 数学 术语 。 

© “Theorie der elementaren Verwandtschaft ，Berichte iiber die verhamdlungen der 
konmglich Sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften”, 见 mathematischphysikalische 


kilasse ,第 15 卷 ,第 18 页 ,或 《 葛 比 乌 斯 著作 和 集 》, 第 2 着 (莱比锡 ,1886 年 ), 第 433 页 。 
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分 离 的 部 分 , 故 p 二 0, 在 第 二 个 例子 中 ,经 线 c 代表 一 个 不 把 曲面 分 
离 成 两 部 分 的 闭合 切口 .但 在 画 了 曲线 c 之 后 ,任何 其 他 闭合 切口 都 
会 将 曲面 分 成 两 部 分 ,这 正 是 我 们 所 谓 的 之 = 1 的 情况 ,在 第 三 个 例 
子 中 ,两 个 分 离 的 柄 上 有 不 同 的 经 线 c 和 cz ,这 表明 p = 2。 增加 更 
多 的 柄 ,能 得 到 具有 任意 数值 p 的 曲面 。 男 一 方面 ,在 这 些 曲 面 上 
销 重 干 个 小 孔 或 润 , 每 个 小 孔 或 洞 增加 一 条 边界 ,从 而 可 以 得 到 异 于 
零 的 任意 整数 ww。 因 此 ,我 们 实际 上 能 做 出 具有 任意 数值 如 和 A 的 
曲面 ,而 且 所 有 其 他 具有 相同 p 和 4 值 的 曲面 必然 和 它们 同 胚 ,不 
论 它 们 的 外 观 如 何不 同 。 函 数论 中 给 出 许多 这 种 曲面 的 例子 。 


O © © 


图 17.6 
这 里 也 必须 解释 一 下 黎 曼 引出 的 连通 性 这 个 术语 。 他 用 数 
2p 十 4 来 表示 ,并 称 此 曲面 为 2p 十 4 重 连通 的 ,如 2p 十 4 二 1, 则 曲面 
为 单 连通 的 ,这 时 p = 0, p = 1, 即 曲面 与 有 一 个 孔 的 球面 同 胚 ,我 
们 可 以 扩大 那个 洞 ,使 球面 连续 变形 成 一 个 圆 盘 ( 图 17. 7) 。 


© © 


图 17.7 图 17.8 


黎 曼 也 引出 了 “交叉 切口 ”的 概念 , 即 把 一 个 边界 点 与 另 一 个 边 
界 点 相连 的 切口 。 因 此 ,只 有 真正 存在 有 边界 的 曲面 时 , 即 仅 当 允 之 
0 时 , 才 谈 得 上 交叉 切口 。 我 们 能 证 明 下 述 定 理 : 每 个 交叉 切口 把 连 
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通 性 重 数 减 少 1, 特 别 是 任何 Ay 盖 0 的 曲面 可 用 2p 十 kx 一 1 个 交叉 切 
口 变 成 单 连通 曲面 。 请 考虑 带 有 一 个 孔 的 环 面 ( 图 17. 8) 
(p 二 4 二 1), 并 从 这 个 孔 画 出 第 一 个 交叉 切口 gi , 它 当 然 必定 返回 
这 个 孔 。 然 后 我 们 从 第 一 个 切口 出 发 ,并 以 此 切口 为 终点 , 画 出 第 二 
个 交叉 切口 9;, 它 完全 与 图 17. 7 中 环 面 闭合 切口 相似 。 于 是 连通 
性 重 数 从 2。 1 十 1 一 3 减 为 1。 

至 于 拓扑 学 的 文献 ,在 M. 德 恩 (M,，Dehn) 和 了 和希 加 德 (P. 
Heegard) 所 写 . 收 于 Enzyklopdadie der mathematischen Wissen- 
scha ften( 开 AB3) 的 条 文中 , 列 出 了 一 张 详 尽 的 单子 ,不 仅 包 括 曲 
面 , 而 且 包 括 任 意 扩充 的 流 形 。 不 过 说 实在 的 ,所 列 文献 都 非常 抽 
象 。 对 于 初学 者 来 说 ,最 好 读 比 较 好 懂 的 东西 , 先 用 简单 的 例子 来 解 
释 一 般 的 思想 ,再 进入 抽象 的 理论 0。 

拓扑 可 应 用 于 物理 学 ,特别 是 位 势 理 论 。 但 它 通过 欧 拉 的 多 面 
体 定理 也 渗入 了 中 学 的 教学 内 容 。 对 此 ,我 想 说 几 句 话 。 欧 拉 发 现 ， 
对 任何 具有 个 顶点 、.K 条 校 与 F 个 面 的 普通 多 面体 , 必 有 关系 式 
EE 十 下 二 K 十 2。 如果 我 们 使 此 多 面体 以 任意 方式 作 可 逆 单 值 连续 变 
换 ( 形 ) ,这 些 数字 和 关系 将 保持 不 变 。 故 当 , ,KK 是 球面 或 与 它 
同 态 的 曲面 的 任意 划分 的 顶点 . 面 和 校 数 时 ,只 要 所 分 成 的 各 部 分 是 
单 连通 的 ,上 述 关 系 仍 得 以 保持 。 我 们 立即 可 将 此 定理 推广 到 有 任 
意 亏 格 的 曲面 。 推 广 如 下 ; 如 宁 把 市 有 己 个 财 合 切口 而 不 会 解体 的 
曲面 ,用 K 条 线段 分 成 下 个 单 连 通 部 分 , 且 设 共 得 到 五 个 顶点 , 则 
有 五 十 上 一 天 十 2 一 2P。 我 让 你 们 去 提出 说 明 的 例子 ,并 思考 定理 的 
证 明 。 当 然 这 个 定理 还 可 以 推广 。 

点 变换 的 理论 就 讲 到 这 里 为 止 。 下 面 把 点 转换 成 其 他 空间 元 
素 ,以 便 对 这 类 最 重要 的 变换 取得 若干 了 解 。 


最 新 的 著作 是 B， 冯 。 殉 里 殉 色 多 (B. V. Kerékjart6) 的 Vorlesungen iiber 
Topologie( 仅 已 出 版 一 卷 ) ,柏林 , 施 普 林 格 出 版 社 ,1923 年 。 另 一 篇 拓扑 文章 即将 发 表 在 
Enzyklopddie der mathematischen Wissertscha Fiten ,作者 为 H， 蒂 采 (H. Tietze) 。 


第 十 八 章 
空间 元 素 改 变 而 造成 的 变换 


318.1 对 偶 变 换 


最 明显 的 情形 是 在 二 维 区 域 中 点 与 直线 的 交换 ,或 在 三 维 区 域 
内 点 与 平面 的 交换 这 种 对 应 关系 。 我 们 只 讨论 前 一 种 情形 ,并 遵循 
普 昌 克 于 1831 年 在 《解析 几何 论 ) 第 二 部 分 所 采用 的 思路 。 我 们 从 
解析 叙述 开始 。 

我 们 曾 讨 论 过 普 吕 克 的 第 一 个 思想 ,是 把 直线 方程 


uz 二 +vy=1 (1) 


中 的 系数 u,v 放 在 与 普通 坐标 同等 的 地 位 上 , 即 视 u,v 为 直线 坐 
标 , 并 以 这 两 类 坐标 的 类 比 “ 对 偶 ? 方 法 ,建立 起 解析 几何 结构 。 因 
此 ,在 平面 上 ,曲线 可 作为 由 点 方程 f(x，y) == 0 给 出 的 点 的 轨迹 ， 
也 可 作为 由 线 方程 g(u, z 一 0 确定 的 一 阶 无 穷 个 直线 族 的 包 络 , 这 
两 者 是 相互 对 应 的 。 

只 有 除 平面 外 加 上 另 一 个 平面 EF', 且 在 上 的 线 坐 标 4， vw 
与 瑟 上 的 点 坐标 z ，y 之 间 建 立 了 对 应 关系 之 后 ,才能 得 到 我 们 所 
要 考虑 的 变换 。 因 此 ,这 类 最 一 般 的 变换 将 由 两 个 方程 


& 一 只 zy ) v= Xx, y) (2) 


给 出 , 即 每 个 EF 上 的 点 (x ,yy ), 对 应 于 上 的 将 (2) 式 之 值 代 人 (1) 
式 所 得 方程 之 直线 。 
(1) 首先 让 我 们 考虑 这 种 变换 的 最 简单 的 例子 , 即 由 方程 
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&U 一 工 ， 一 (3) 
给 出 的 变换 。 据 此 变换 , 巨 中 的 点 (x ，y ) 将 对 应 于 五 中 直线 
rr 二 yy=1, (3a) 


如 果 现 在 把 平面 天 和 E' 闪 在 一 起 ， 
使 它们 的 坐标 系 一 致 ,我 们 就 会 看 
到 ,这 个 方程 代表 点 (x ，y ) 相 对 于 
围绕 原点 的 单位 圆 (zx? 十 y? 二 1) 的 
极 线 。 所 以 ,我们 的 变换 是 大 家 知道 
的 对 于 圆 的 极 线 关系 (图 18. 1)。 

我 们 注意 到 ,一 个 方程 (3a) 已 足 
以 代替 两 个 方程 (3) 来 确定 这 种 关 
系 ,因为 它 是 对 应 于 任意 点 (x ，y .的 直线 的 方程 由 于 在 这 个 方 
程 中 ,zx, y 和 x ，y 是 完全 对 称 的 , 故 平面 与 FE' 在 我们 的 关系 中 
必然 起 到 同样 作用 , 即 五 中 的 每 个 点 必然 也 对 应 于 五 中 的 一 条 直 
线 。 当 两 平面 放 在 一 起 后 ,我 们 把 点 看 成 在 EE 或 EE 上 是 没有 区 别 
的 。 对 第 一 个 性 质 ,我 们 称 变换 在 狭义 下 是 对 偶 的 ,而 第 二 个 性 质 为 
可 逆 性 。 因 此 不 需要 对 这 两 个 平面 作 任何 区 分 ,可 以 简单 地 说 一 个 
确定 的 极 线 与 一 个 极点 的 对 应 ,然后 用 “导出 的 流 形 ” 一 章 中 所 说 的 
方法 表达 其 互 逆 性 质 。 

就 此 变换 的 其 他 性 质 而 论 , 我 只 说 明 , 忆 内 的 点 (z'，y) 的 轨迹 
曲线 ,将 对 应 于 五 内 对 应 直线 (xz，z) 的 包 络 。 

(2) 用 类 似 于 前 面 讨论 最 一 般 的 “ 共 线 性 ?时 所 用 的 方法 ,不 难 
证 明 , 如 果 推 广 (3) 式 的 假设 , 令 wx, 为 z ，y 的 具有 相同 分 母 的 线 
性 分 式 函数 


图 18.1 


az +hy 十 ci 
asz 十 bsy 十 C3 
2 ‘by 区 
as3x' 十 bsy 十 ca 


(4) 
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就 得 到 最 一 般 的 对 偶 关 系 。 把 4, wv 的 这 些 值 代 和 人 (1) 式 中 ,并 乘 以 
公分 母 ,注意 到 9 个 系数 wa，…， cs 是 任意 的 ,就 得 到 关于 xZ 与 y ,以 
及 与 y 的 最 一 般 的 线性 方程 


ar 二 birxy 十 cz 十 az 十 boyy 十 czy 
一 as — by 一 ca 一 OQ: (4a) 


反之 ,每 个 x, y 与 x', y 的 “ 双 线 性 ”方程 ,代表 平面 上 与 E' 之 间 的 
一 个 对 偶 变 换 。 因 为 如 果 假 设 一 对 坐标 是 常数 , 即 设想 在 一 个 平面 
土 有 一 个 固定 点 , 则 该 方程 对 其 他 两 个 坐标 是 线性 的 ,并 代表 对 应 于 
此 点 的 另 一 平面 上 的 一 条 直线 。 
(3) 除非 在 方程 (4a) 的 两 个 对 称 项 有 相同 的 系数 ,否则 这 个 关 
系 在 前 面 定 义 的 意义 下 一 般 是 不 可 互 逆 的 。 在 这 种 情况 下 ,方程 
化 为 
Azrz 十 B(xy 十 yr) 十 Cyy 十 D(z 二 x ) 
二 Ely 十 y) 十 F = 0。 (5) 
这 样 确定 的 变换 是 大 家 从 圆锥 曲线 理论 中 已 经 了 解 的 。 它 表达 了 方 
程 为 
4z- 十 2Bzy 十 Cy 十 2Dr 十 2Ev 十 下 一 0 
的 圆锥 曲线 的 极 线 与 极点 的 对 应 关系 ,每 个 这 种 极 线 关系 是 对 偶 的 ， 
并 且 是 可 逆 的 。 
由 此 出 发 ,我 们 可 立即 考虑 更 一 般 的 , 因 空 间 元 素 改变 而 造成 的 
一 类 变换 , 即 相 切 变 换 。 


318.2 相 切 要 换 


如 有 果 我 们 从 两 平面 的 4 个 点 坐标 的 一 个 任意 高 阶 方程 


Q(x, yi yy) 一 0 (1) 
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出 发 ,以 代替 双 线 性 方程 (4a) ,就 得 到 索 费 斯 。 李 命名 的 相 切 变换 。 
我 们 假设 此 方程 满足 连续 性 条 件 ,按照 普 昌 元 的 说 法 , 它 被 称 为 准 线 
方程 。 关 于 平面 几何 上 的 问题 ,在 前 述 普 吕 克 的 著作 中 都 可 以 找到 
有 关 研 究 0O。 首 先 使 z，y 固定 , 即 考虑 平面 巨 中 一 定点 P(x,，y) 
(图 18.2)。 于 是 ,对 流动 坐标 ~ ，y 而 言 ,方程 2 = 0 代表 平面 EE 
中 一 条 确定 的 曲线 C“, 像 刚才 对 待 直线 一 样 ,使 这 条 曲线 作为 空间 
的 一 个 新 元 素 对 应 于 点 P, 但 当 我 们 在 户 上 (例如 在 曲线 C' 上 ) 取 
一 固定 点 P (z ， y ), 则 同一 方程 2= 0 在 把 区 y 当 作 固定 坐标 而 
把 z，y 当 作 流 动 坐标 时 代表 平面 五 内 一 条 曲线 C。 当 然 此 曲线 C 
必然 通过 第 一 点 已 。 用 这 种 方法 ,建立 了 平面 互 中 点 己 与 平面 E' 中 
oo? 条 曲线 C 之 间 和 平面 已 "中 点 已 与 平面 已 中 oc? 条 曲线 C 之 间 
的 对 应 关系 ,正如 前 面 建立 的 点 与 直线 间 的 对 应 关系 一 样 。 


平面 E: 


N 
AN 
大、 
AN 
~ 


图 18.2 


如 采 现 在 使 平面 上 中 点 P 沿 一 条 任意 曲线 KK (用 破 折线 表示 ) 
移动 , 则 点 P 的 每 个 位 置 将 对 应 于 平面 EF 中 一 条 确定 曲线 C 。 为 
了 从 曲线 C 所 组 成 的 单 重 无 穷 个 族 中 求 得 平面 五 中 的 一 条 能 与 平 
面 五 中 曲线 天 相对 应 的 曲线 ,我 们 对 它 应 用 在 对 偶 关 系 中 用 过 的 包 
络 原理 ; 我 们 使 按 方程 2 = 0 确定 的 .在 户 中 与 K 的 点 对 应 的 曲线 


@ 见 普 吕 克 的 Neue Geomeirie des Raumes gegriindet aufdie Betrachtung der 
geraden Linieals Raumdement ,第 259 一 265 页 。 
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族 C 的 包 络 开 对 应 于 天。 显然 ,我 们 可 以 从 五 中 任意 曲线 天 出 发 
作 同 样 的 讨论 。 于 是 从 准 线 方程 2 = 0 导出 了 两 个 平面 之 间 的 变 
换 , 使 其 一 个 平面 上 的 每 条 曲线 对 应 于 另 一 个 平面 的 确定 曲线 。 
为 了 从 解析 的 观点 来 理解 这 个 讨论 ,让 我 们 像 在 微分 学 中 为 了 
清楚 起 见 所 习惯 做 的 那样 ,用 具有 短 边 的 折线 来 代替 曲线 天 ,并 问 
什么 东西 对 应 于 这 样 的 一 段 边 。 当 然 ,我 们 总 会 记 住 作为 极限 而 过 
渡 到 曲线 ,所 以 实际 上 把 折线 的 边 理解 为 点 PP 和 它 的 移动 方向 (K 
在 点 了 的 切线 方向 )。 这 一 切 组 成 所 谓 线 段 元 素 。 现 在 在 这 个 从 P 
出 发 的 方向 上 选 一 点 P1( 图 18. 3), 它 具有 坐标 xz 十 dr, y 十 dy, 其 


中 dz, dy 是 小 的 量 并 且 最 终 接近 于 0, 但 所 总 有 代表 在 点 己 给 定 广 


向 的 确定 值 p。 点 P 对 应 于 
E' 中 曲线 C , 其 流动 坐标 r', 
y 的 方程 为 
f(z， 5; Xx， y ) 一 0。 

点 已 对 应 于 曲线 Ci , 其 方 
程 为 

RD(Cz 十 dz，y 十 dy zy ) 一 0。 
按 dz，dy 展开 它 , 由 于 将 过 渡 到 极限 ,因此 只 保留 线性 项 ,我 们 得 


平面 E: 


图 18.3 


Q(x, y; x， ye 一 0。 
这 两 个 方程 给 出 了 曲线 C 与 曲线 Ci 的 交点 坐标 x 和 ,过 渡 到 极 
限 即 得 曲线 C “与 包 络 K 的 相 切 点 。 因 为 入 = p, 我 们 可 将 这 些 广 
程 写成 


902 和 (2) 


N(x, y; x,y)=0, 
ee 
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而 且 ,在 极限 情况 下 ,曲线 C 与 曲线 CY 在 点 P 有 一 个 由 方程 2 


p' 给 出 的 公 切 线 方向 , 它 也 是 包 络 K 在 P 的 方向 因 0Q = 0 是 曲 
线 C' 的 流动 坐标 x 与 y 的 方程 ,此 切线 方向 由 方程 


或 en (3) 
帮 


确定 。 

因此 ,知道 K 上 一 点 P 及 PP 处 切线 方向 p ,那么 对 应 于 曲线 天 - 
上 的 点 P' ,就 同 在 PP 的 方向 2 一 起 确定 了 。 因 此 ,通过 我 们 的 交 
换 ,在 平面 巨 的 每 个 线 元 zx，y, p 与 平面 E 的 一 个 确定 的 线 元 z ， 
y，p 之 间 , 用 方程 (2) 和 方程 (3) 建 立 了 对 应 关系 。 

如 果 用 这 个 方法 来 确定 逼近 对 应 曲线 天 (或 天 的 每 个 线 元 ) 的 
折线 的 每 个 边 , 那 就 在 已 上 得 到 通 近 对 应 于 曲线 天 (或 天 的 线 元 ) 
的 折线 的 边 。 因 此 , 当 令 坐标 z，y 和 斜率 p 在 K 上 一 切 点 所 给 出 
的 值 上 移动 时 , 即 由 解 出 zx ，y 后 的 方程 组 (2) ,给 出 曲线 天 的 解析 
表达 式 ( 图 18. 4) 。 


平面 £: 平面 E : 
天 K ~ 


图 18. 4 


现在 就 清楚 为 什么 李 称 这 些 变 换 为 相 切 变换 了 。 因 为 如 在 EE 
上 两 曲线 相 切 即 意味 着 它们 有 一 个 公共 直线 元 素 ; 因 此 ,在 瑟 上 
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的 对 应 两 曲线 必然 有 一 个 公共 的 直线 元 素 , 即 有 一 个 公共 点 和 过 
此 点 的 公共 方向 。 这 样 , 两 曲线 的 相 切 性 在 此 变换 下 是 不 变量 ,这 
就 是 此 名 称 的 含义 。 李 也 广泛 地 对 空间 研究 了 这 些 相 切 变 换 的 理 
论 。 从 1896 年 开始 ,他 与 G， 谢 弗 斯 一 起 在 名 为 Geometrie der 
Beriihrungstransformationen 一 书 中 作出 了 综合 的 表述 ,遗憾 的 是 
第 1 卷 写 完 之 后 没有 再 写 多 少 就 中 浙 了 工作 2。 

简要 地 讨论 了 因 空 间 元 素 改 变 而 造成 的 变换 理论 之 后 ,我 将 用 石 
干 具体 例子 来 把 这 个 理论 说 得 更 生动 些 , 以 便 说 明 这 些 变 换 的 应 用 。 


818.3 其 些 例 子 


我 首先 讲 对 偶 变 换 及 它们 在 代数 曲线 形式 的 理论 中 所 起 的 作 
用 。 我 们 要 问 : 如 同 关 于 圆锥 曲线 的 互 道 极 关系 那样 ,在 对 偶 变换 
下 典型 曲线 形状 是 如 何 变化 的 ? 当然 ,必须 以 行 干 典型 情形 为 限 。 
因此 ,首先 考察 具有 奇数 分 支 , 且 与 每 条 直线 相交 于 一 个 或 3 个 实 点 
的 三 次 曲线 。 在 下 图 (图 18. 5) 中 有 一 条 渐 近 线 ; 但 通过 曲线 射影 变 
换 , 使 得 一 条 与 它 相交 3 个 点 的 直线 变 到 无 穷 , 即 可 由 此 求 得 一 个 具 
有 3 条 渐 近 线 的 曲线 形状 。 在 任何 情况 下 ,曲线 均 有 3 个 实 的 抛 点 ， 
而 这 些 拐 点 都 具有 共 线 性 的 特殊 性 质 。 取 此 曲线 的 对 偶 , 得 到 一 条 
从 任 一 点 可 作 一 条 或 3 条 切线 的 三 类 曲线 ,而 拐点 必然 对 应 于 一 个 
尖 点 ,仔细 想 一 想 就 清楚 了 。 在 此 导出 的 这 种 三 类 曲线 (图 18. 6) 有 
3 个 尖 点 ,而 且 这 些 尖 点 的 切线 必然 经 过 一 点 了 , 它 对 应 于 3 个 拐点 
所 在 的 直线 g。 

现在 对 四 次 和 四 类 曲线 作 类 似 的 简短 说 明 。 一 条 四 次 曲线 可 能 
像 一 个 四 进去 的 匈 形 线 ,事实 上 也 存在 着 具有 2 个 、3 个 或 4 个 凹 进 
去 部 分 的 形式 (图 18. 7) ,在 第 一 种 情况 下 ,有 两 个 实 抛 点 和 一 条 双 


@ 第 1 卷 ,莱比锡 ,1896 年 。 第 2 卷 的 前 三 章 在 李 去 世 后 发 表 在 《数学 年 刊 }》 第 59 
卷 (1904 年 ) 上 。 
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羔 


图 18.5 图 18.6 


> 6 


重 切 线 ; 在 其 他 情况 下 , 则 可 能 出 现 多 达 8 个 拐点 和 4 条 双重 切线 。 
如 取 其 对 偶 , 则 必须 补充 说 ,一 条 二 重 切线 的 对 偶 是 一 个 二 重点 。 因 
此 就 会 产生 具有 2 一 8 个 尖 点 和 1 一 4 个 二 重点 的 四 类 曲线 ,如 图 
18. 8 所 示 。 小 心 作 出 代数 曲线 图 形 , 有 特别 令 人 陶醉 之 处 。 遗 憾 的 
是 我 在 这 里 不 能 再 详 谈 ,只 能 满足 于 这 几 句 简单 的 提示 了 。 这 些 例 
子 充分 说 明 , 初 看 起 来 似乎 一 点 也 不 相像 的 东西 , 却 因 对 侦 变 换 而 处 
于 同样 规律 的 文 配 之 下 。 

现在 讲 讲 相 切 变换 理论 的 应 用 。 十 分 有 趣 的 是 ,和 大 多 数 真正 


@ 可 看 下. 克 莱 因 《数学 著作 集 光 2 卷 第 89 页 及 以 后 部 分 ,第 136 页 及 以 后 部 分 ， 
第 99 页 及 以 后 部 分 ,柏林 , 施 普 林 格 出 版 社 , 1922 年 。 请 看 Uber eine neue Art 
Riemannscher Flichen 的 两 篇 文章 ,以 及 Uber den Verlau f der Abelschen Intepgrale bei 
den kurven 4 Grades 的 第 一 篇 文章 。 
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好 的 理论 的 想法 一 样 , 相 切 变 换 的 想法 也 有 广泛 的 应 用 领域 。 事实 
上 ,在 建立 这 种 理论 之 前 很 入, 数学 家 已 在 利用 相 切 变换 。 我 现在 特 
别 想到 的 ,是 古老 的 齿轮 原理 。 它 构成 机 械 运动 学 的 专门 的 一 章 , 是 
机 械 制造 的 关键 。 前 面 刚 刚 讲 过 的 直线 作 图 装置 ,也 属于 运动 学 的 
范围 。 我 在 这 些 讲座 中 经 党 讲 的 话 , 在 这 里 同样 也 适用 : 我 当然 只 
能 从 每 个 数学 分 支 中 挑 出 一 部 分 内 容 来 讲 , 竭 力 通 过 一 些 简 单 的 例 
子 把 这 些 内 容 的 意义 和 重要 性 尽 可 能 讲 明 白 。 在 我 的 启发 和 鼓励 
下 ,我 相信 你 们 一 定 会 从 专门 的 著作 中 找到 详细 的 内 容 来 充实 我 的 
讲解 。 在 整个 运动 学 领域 ,A， 含 恩 弗 列 斯 (ASchoenflies ) 为 《 百 
科 全 书 》( Rs) 所 写 的 文章 是 主要 的 指导 文章 ,我 建议 你 们 一 读 。 那 
篇 文章 还 提供 了 有 关 大 量 文献 的 资料 。 
齿轮 制造 问题 是 把 匀速 运动 从 一 个 
CN) 轮子 传递 到 另 一 个 轮子 的 问题 ,因为 要 
” 同时 传递 力 , 所 以 让 轮子 一 起 滚动 是 不 
行 的 (图 18. 9) 。 其 中 有 一 个 轮子 必须 
由 装 上 凸 块 ( 齿 ), 拉 入 另 一 轮子 的 止 坑 。 
因此 , 问题 变 成 如 何 设计 这 些 轮 齿 的 形 
状 , 使 得 一 个 轮子 的 匀速 转动 带动 为 一 
个 轮子 的 匀速 转动 ,即使 从 几何 角度 来 
看 ,这 也 是 一 个 十 分 有 趣 的 问题 。 我 将 给 出 解答 的 最 重要 的 部 分 : 
轮子 之 一 可 以 根据 齿 与 齿 之 间 不 能 互相 抵触 等 实用 的 限制 加 以 任意 
选择 ,而 第 二 个 轮子 的 轮 齿 则 随 之 完全 被 确定 ,因为 事实 上 ,它们 是 
经 过 一 个 确定 的 相 切 变换 而 从 第 一 个 轮子 的 轮 齿 导出 的 。 

我 只 简要 地 介绍 一 下 这 个 定理 是 怎样 得 来 的 ,不 给 出 全 部 证 明 。 
首先 注意 到 ,我 们 只 涉及 两 轮子 的 相互 运动 。 因 此 ,我 们 可 以 把 其 中 
之 一 Ri 看 成 是 固定 的 ,而 另 一 个 轮子 R; 除 自身 转动 外 ,还 绕 Ri 而 
转动 。 因 此 ,R; 中 每 一 点 在 Ri 的 固定 平面 内 描 出 一 条 旋 轮 线 , 且 依 
点 在 Rs 周 线 外 部 或 内 部 而 为 长 幅 旋 轮 线 ( 有 人 尖 点 ) 或 短 幅 旋 轮 线 


图 18. 9 


第 十 和 八 章 ”空间 元 素 改 变 而 造成 的 变换 。137 。 


(图 18.10)。 由 此 推出 ,R; 的 运动 平面 的 每 一 点 对 应 于 Ri 平面 的 
一 条 曲线 。 如 果 我 们 用 已 讨论 过 的 办 法 ,从 表达 这 种 对 应 关系 的 方 
程 导出 相 切 变换 , 那 正 好 就 是 有 关 齿 轮 的 相 切 变 换 。 不 难 证 明 , 在 这 
个 变换 下 相互 对 应 的 两 曲线 ,实际 上 在 这 个 运动 中 相互 路 合 。 


图 18. 10 图 18. 11 


最 后 要 说 说 上 述 理论 原则 在 实际 的 齿轮 制造 中 取 何 种 形式 。 我 
只 讲 最 简单 的 情形 : 驱动 副 齿轮 的 齿 形 。 这 里 ,R; 的 齿 是 简单 的 点 
(图 18. 11)? 或 小 圆 轴 ( 因 为 点 不 能 传递 力 ), 即 副 齿轮 。 每 个 这 样 的 
小 圆 ,在 相 切 变换 下 ,对 应 于 一 条 与 外 摆 线 稍 有 不 同 的 曲线 , 即 与 摆 
线 平行 而 相距 为 副 轮 半径 的 曲线 。 当 R, 转动 时 , 这些 圆 在 这 些 曲 
线 上 滚动 ,因而 这 些 曲线 必须 竖 在 Rl 上 的 齿 侧 面 ,以 便 Rs 的 圆 弧 
齿 正 好 咬合 。 在 我 向 你 们 展示 的 模型 中 ,这 些 曲 线 的 开始 部 分 可 以 
作为 Ri 的 齿 形 ,每 条 曲线 的 宽度 正好 使 轮 齿 咬 合 。 

我 再 向 你 们 介绍 另外 两 个 常用 的 
轮 齿 形 式 : 渐 开 线 和 摆 线 齿 形 和 。 在 
前 一 个 形式 中 ,两 个 轮子 的 齿 形 都 是 
圆 的 渐 开 线 (图 18. 12): 即 当 一 条 线 
从 一 个 圆周 上 拉 开 时 生成 的 曲线 , 它 
的 渐 届 线 是 圆 。 在 后 一 种 形式 中 , 轮 
齿 由 摆 线 的 弧 组 成 。 


图 18. 12 


@ 这 些 模型 都 是 下 * 谢 林 制 造 的 (M ' 谢 林 公 司 ,莱比锡 )。 
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我 布 望 至 少 已 问 你 们 介绍 了 有 天空 间 元 素 改变 而 造成 的 变换 的 
初步 知识 。 在 结束 关于 变换 的 第 二 大 部 分 之 前 ,我 必须 对 我 所 讲 的 
内 容 加 以 补充 ,讨论 不 能 忽略 的 为 一 重要 章节 , 即 虚 元 素 的 应 用 。 


第 十 九 章 
虚数 理论 


你 们 知道 ,虚数 理论 首先 是 在 代数 和 分 析 里 发 展 起 来 的 ,特别 是 
在 方程 论 和 复 变 函数 论 中 取得 了 最 大 的 成 就 。 但 除 此 之 外 ,更 早 的 
时 候 ,数学 家 们 已 在 解析 几何 中 对 变量 x 和 y 取 了 复 值 x = zi 十 
izz，y 二 yi 十 1yz， 因 而 除 实数 点 外 加 上 了 一 个 大 的 复数 点 流 形 , 但 
这 种 说 法 只 是 从 分 析 里 借用 来 的 ,没有 对 它 指定 任何 适当 的 几何 
引入 这 个 新 概念 的 用 处 ,当然 在 于 : 不 必 再 由 于 实 变 量 的 限制 
而 区 分 各 种 情况 ,并 使 一 些 定理 得 到 统一 的 阐述 而 不 致 有 例外 的 情 
况 。 我 们 在 射影 几何 中 也 曾 有 过 完全 类 似 的 考虑 ,结果 引入 了 无 穷 
远 点 和 无 穷 远 直 线 与 无 穷 平 面 。 我 们 所 做 的 ,恰当 地 说 是 在 直观 上 
可 接受 的 空间 的 常态 点 之 外 添加 所 请 的 “变态 点 ”。 
我 们 现在 要 间 时 进行 两 个 推广 。 为 此 ,我 们 像 以 前 一 样 ,引入 齐 
次 坐标 。 目 前 暂时 考虑 平面 上 的 情形 ,我 们 令 工 : y: 1 二 6: 7: 并 多 
许 6, 7 + 取 复数 值 ,将 (0, 0, 0) 除 外 。 例 如 ,我 们 考虑 齐 次 二 次 方程 
4 十 2B 刀 十 CI 十 2D6r 十 2E7r 十 rr 一 0， (1) 


并 称 满足 它 的 所 有 数组 (S$，7, (不 论 它们 代表 有 限 点 或 无 穷 远 点 ) 
为 一 条 二 次 曲线 。 有 时 也 用 圆锥 曲线 这 个 名 字 , 但 会 造成 误解 。 即 
使 了 解 的 人 不 至 于 误解 ,但 不 熟悉 虚 元 素 的 人 至 少 会 如 此 。 这 种 定 
义 下 的 曲线 不 需要 有 一 个 实 点 。 

我 们 现在 联 立方 程 (1) 与 线性 方程 


aé€ 十 By 十 Yr 一 0。 (2) 
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把 方程 (2) 当 作 一 次 曲线 , 即 一 条 直线 的 定义 。 于 是 ,这 个 方程 组 正 
好 有 其 组 公共 值 (6 : 7 : rz), 即 一 次 曲线 与 二 次 曲线 总 有 两 交点 , 它 
们 可 以 是 实 的 或 复 的 ,有 限 的 或 无 穷 的 ,不 同 的 或 重合 的 。 事 实 上 ， 
使 这 个 定理 产生 例外 的 退化 情形 ,是 可 以 想象 的 。 如 果 将 方程 (1) 的 
左 侧 分 解 为 两 个 线性 因 式 , 且 其 中 之 一 与 方程 人 2) 相同 , 即 如 果 二 次 
曲线 是 一 对 直线 , 且 方 程 (2) 与 其 中 之 一 相同 , 则 方程 (2) 上 的 每 个 点 
都 是 公共 点 。 这 等 于 说 ,从 所 给 方程 组 中 消去 一 个 变量 而 得 到 的 二 
次 方程 的 系数 均 化 为 零 。 当 然 , 当 给 出 方程 组 之 一 或 两 个 的 左 端 恒 
等 于 零 (A 一 有 一 … 一 上 一 0, 或 = 有 =7Y 一 0) 时 ,会 出 现 其 他 的 
退化 情况 。 但 我 们 将 不 考虑 所 有 这 些 无 关 紧 要 的 特殊 情形 ,而 考虑 
两 条 二 次 曲线 。 可 以 阐明 这 样 的 定理 : 两 曲线 总 有 4 个 公共 点 。 

现在 在 空间 引入 齐 次 坐标 z:y:z:1 一 和 :7:5:r 并 对 它们 
指定 除 (0, 0, 0, 0) 以 外 的 任意 复数 值 。 这 4 个 变量 的 线性 齐 次 方 
程 的 全 部 解 , 称 为 一 次 曲面 (平面 ); 二 次 齐 次 方程 的 全 部 解 , 则 为 二 
次 曲面 。 于 是 ,如 果 抛 去 无 关 紧 要 的 例外 ,一 般 情况 下 ,一 个 二 次 曲 
面 与 一 个 平面 的 交 线 为 一 条 二 次 曲线 ;两 个 二 次 曲面 的 交 线 为 一 条 
空间 四 次 曲线 , 它 与 任 一 平面 相交 4 个 点 。 至 于 这 些 交 线 是 否 有 实 
文 , 或 是 否 完全 在 有 限 区 域内 , 则 都 不 确定 。 

绢 赛 列 早 在 1822 年 就 在 他 的 《 论 图 形 的 射影 性 质 》 一 书 中 对 图 
和 球面 应 用 了 这 些 概 念 。 他 并 未 用 齐 次 坐标 ,也 未 用 由 齐 次 坐标 才 
可 能 构成 的 精确 公式 ,他 是 按 对 几何 连续 性 的 强烈 直觉 进 行 讨论 的 。 
为 了 准确 了 解 他 的 著名 结果 ,我 们 从 圆 的 方程 

(rz—a)’* 二 (y—060) =r 
出 发 ,将 之 写成 齐 次 坐标 形式 
(es 
它 与 无 穷 远 直 线 r 一 0 的 交点 ,将 由 方程 
人 
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给 出 ,代表 圆 特征 的 常数 a, 5,r 在 此 结果 中 并 不 出 现 。 因 此 ,每 个 
圆 与 无 穷 远 直线 相交 于 相同 的 两 个 固定 点 


6 : 7 一 土 1, z 一 0， 


我 们 称 之 为 虚 圆 点 。 用 同样 的 方法 可 证 明 , 每 个 球面 与 无 穷 远 平面 
交 于 相同 的 虚 圆 锥 曲线 


十 7 十 生生 0, 7 一 0， 


我 们 称 之 为 虚 球面 圆 。 
其 逆 也 是 对 的 ; 每 个 二 次 曲线 如 果 通 过 在 它 的 平面 上 的 虚 圆 
点 , 则 是 一 个 圆 ;每 个 二 次 曲面 如 果 包 含 虚 球面 圆 , 则 是 球面 。 这 些 
就 成 了 圆 和 球面 的 特征 。 
我 们 有 意 避 免 使 用 有 时 用 到 的 “无 穷 远 ” 圆 点 与 “无 穷 远 ? 球 面 等 
表述 方式 。 事实 上 ,从 原点 到 虚 圆 点 的 距离 ,并 不 是 像 一 下 子 会 想到 


的 那样 ,一 定 是 无 穷 。 反 之 ,此 距离 具有 形式 YZ 干净 《十 下 


T， 因此 是 不 定式 。 根 据 趋向 虚 圆 点 的 方式 ,可 以 对 它 指定 任何 


极限 值 。 类 似 地 ,任何 有 限 点 到 虚 立 点 的 距离 是 不 定 的 ,空间 任意 点 
到 虚 球面 圆 上 一 点 的 距离 也 如 此 。 这 是 不 足 为 奇 的 ,因为 我 们 要 求 
这 些 虚 圆 点 应 与 一 个 有 限 点 的 距离 为 r( 位 于 一 个 任意 给 定 的 半径 
为 了 的 圆 上 ) ,同时 又 应 与 它 距 离 为 无 穷 大 。 这 个 明显 的 矛盾 ,在 解 
析 式 子 里 只 能 通过 不 定性 才能 调和 。 这 些 简单 的 道理 必须 搞 清楚 ， 
特别 是 因为 经 党 有 些 不 正确 的 说 法 和 写法 。 

有 了 虚 圆 点 和 虚 球 面 圆 ,就 有 可 能 把 圆 和 球 的 理论 十 分 协调 地 
包括 在 二 次 流 形 的 一 般 理 论 里 ,而 在 初等 的 讨论 中 ,就 似乎 存在 某 种 
差异 。 例 如 ,在 初等 解析 几何 里 ,总 习惯 地 说 两 个 圆 只 有 两 个 公共 
所 ,因为 从 方程 中 消去 一 个 未 知 数 后 只 产生 一 个 二 次 方程 。 初 等 表 
示 中 没有 考虑 到 两 个 圆 在 无 穷 远 直线 上 还 有 两 个 公共 的 虚 圆 点 。 上 
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述 的 一 般 理论 实际 上 为 我 们 提供 了 4 个 交点 ,正好 是 两 个 二 次 曲线 
所 宕 有 的 交 所 数 。 类 似 地 ,总 是 习惯 地 说 两 球面 只 相交 于 一 个 圆 ,而 
且 可 能 是 实 的 或 虚 的 。 但 我 们 现在 知道 ,各 球面 在 无 穷 远 平面 上 总 
是 有 公共 的 虚 椭 圆 , 加 上 有 限 圆 ,构成 了 一 般 定理 所 要 求 的 两 球面 相 
区 而 得 的 四 次 曲线 。 

在 这 方面 ,我 想 就 所 谓 虚 变 换 说 几 句 话 。 它 表示 一 个 具有 虚 系 
数 的 共 线 变换 ,并 把 我 们 考虑 的 虚 点 变 成 实 点 。 因 此 ,在 虚 圆 点 理论 
中 ,可 以 利用 变换 


这 个 


变换 把 方程 名 十 严 二 0 变 成 方程 ?一 7 二 0, 并 将 虚 圆 点 :7 
1, T 一 0 变 成 实 的 无 穷 远 点 


6 :7 一 土 1, T= 0。 


它们 是 与 坐标 轴 成 45 角 的 两 个 方向 

上 的 无 穷 远 点 。 因 此 ,所 有 的 圆 被 变 

到 换 成 通过 这 两 个 实 无 穷 远 点 的 圆锥 

曲线 , 即 渐 近 线 与 坐标 轴 成 45 的 等 

轴 双 曲线 (图 19. 1) 。 借 助 这 些 双 曲 

线 的 图 形 , 所 有 关于 圆 的 定理 都 能 得 

到 解释 。 这 对 于 某 些 研究 ,特别 是 对 

图 19. 1 于 空间 的 相应 研究 是 十 分 有 用 的 。 

我 不 准备 超越 本 讲义 的 范围 ,只 能 限于 这 些 简 短 的 说 明 。 比 较 完 整 
的 叙述 ,一 般 可 以 在 射影 几何 教材 中 看 到 。 

出 现 一 个 这 样 的 问题 : 对 这 些 虚 点 .平面 .圆锥 曲线 等 等 ,是 否 

能 采取 纯 几 何 的 处 理 方法 ,而 不 像 我 们 到 目前 为 止 所 做 的 那样 ,只 是 

从 公式 进行 推导 ? 芯 赛 列 和 斯 坦 纳 等 老 一 辈 几 何 学 家 从 未 摘 清 楚 这 


十 1 
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一 点 。 对 斯 坦 纳 来 说 ,几何 学 中 的 虚数 好 像 是 幽灵 ,我 们 不 能 对 它 的 
. 存在 获得 一 个 清晰 的 观念 ,只 有 在 里 中 之 中 才 感 到 它 存 在 的 影响 。 
只 有 汉 “。 斯 图 特 在 前 已 提 及 的 Geometrie der Laget 和 Beitrége 
xu7 Geometrie der Lageg@ 两 书 中 才 首 先 对 这 个 问题 作出 了 完整 的 
答复 。 我 们 现在 必须 对 他 的 见解 作 某 些 介绍 。 斯 图 特写 的 书 是 十 分 
难 读 的 ,因为 他 的 理论 都 是 直接 从 最 终 形式 推导 出 来 的 ,不 提 人 解析 公 
式 , 也 没有 关于 归纳 步骤 的 提示 。 人 们 能 愉快 地 掌握 的 ,只 是 随 作者 
可 能 的 思路 发 展 而 来 的 、 供 进一步 思考 的 说 法 。 斯 图 特写 的 两 部 著 
作 , 代 表 着 他 思想 发 展 的 两 个 不 同 的 阶段 ,现在 我 要 简单 地 加 以 
说 明 。 

他 于 1846 年 写 的 一 本 书 主要 是 考虑 实 系数 二 次 流 形 , 我 之 所 以 
说 流 形 ,是 因为 我 想 使 维 数 不 确定 (直线 .平面 或 空间 ) 。 例 如 请 考虑 
在 平面 上 的 一 条 二 次 曲线 , 即 一 个 实 系 数 的 3 个 变量 的 齐 次 二 次 
方程 


4 十 2B 刀 十 CI 十 2D6r 十 2E7r 十 Fr 一 0。 


对 于 解析 的 讨论 来 说 ,这 个 方程 是 否 有 实 解 , 即 此 二 次 曲线 有 实 分 支 
或 只 有 复数 点 ,是 无 关 紧要 的 事 。 对 纯 几 何 学 家 来 说 ,问题 是 在 后 一 
种 情况 下 应 如 何 想象 这 样 的 曲线 ,如 何 用 几何 方法 来 确定 它 。 在 一 
维 范围 内 , 当 我 们 用 一 条 直线 ,例如 工 轴 7 = 0, 与 曲线 相交 时 ,也 出 
现 同样 的 问题 。 这 个 交点 不 论 是 不 是 实 的 ,都 由 实 系数 方程 


Ae: 十 2D6r 十 天 2 一 0 
给 出 。 而 问题 在 于 出 现 复 根 的 情 次 下 ,是 否 能 对 它们 赋予 几何 意义 ? 


斯 图 特 的 思想 如 下 : 首先 ,他 不 考虑 二 次 曲线 ,而 考虑 我 们 曾 讨 
论 过 的 二 次 曲线 的 极 线 系统 , 即 由 方程 


Q@ 纽伦堡 ,1846 年 。 
四 纽伦堡 ,1856 一 1860 年 。 
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A6 妈 十 BC 十 67) 十 C11 十 Derc 十 6r) 
十 Elm 十 rz) 十 Frr = 二 0 


给 出 的 一 个 对 侦 互 逆 关 系 。 由 于 系数 是 实 的 ,因此 这 是 一 个 完全 实 
的 关系 , 它 给 出 了 每 个 实 点 与 实 线 的 对 应 关系 而 不 论 曲 线 本 身 是 否 
是 实 的 。 另 一 方面 ,这 个 极 线 系统 把 曲线 作为 本 身 在 其 极 线 上 那些 
点 的 总 体 而 完全 地 确定 下 来 。 至 于 这 些 点 是 否 实际 存在 的 问题 , 则 
放 在 一 边 。 但 在 任何 情况 下 , 极 线 系统 总 是 由 上 述 方程 确定 的 二 次 
曲线 的 实 表示 , 且 能 代替 曲线 本 身 ,成 为 研究 的 对 象 。 

如 果 现 在 用 xz 轴 与 这 条 曲线 相交 , 即 令 7 与 了 等 于 0, 则 用 类 比 
的 方法 ,我 们 将 得 到 一 个 由 方程 

4462 十 D(6r 十 6r) 十 Frr 一 0 


给 出 的 一 维 实 极 线 系统 ,总 是 使 两 个 实 点 处 于 彼此 可 互 道 的 关系 中 。 
Z 轴 与 曲线 的 各 个 交点 是 在 这 个 极 线 系统 中 的 两 个 自 相 对 应 的 点 ， 
称 之 为 基本 点 或 阶 点 。 它 们 可 以 是 实 的 或 虚 的 ,但 它们 只 有 次 要 意 
义 , 主 要 的 还 是 在 于 这 个 极 线 关 系 是 它们 的 实 表示 。 


为 了 指定 在 这 个 一 维 极 线 关系 中 相互 对 应 的 两 个 点 (二 ,之 )， 


我 们 应 用 对 合 的 点 对 这 个 术语 ( 它 起 源 于 17 世纪 的 迪 萨 格 斯 
(Desargues) ) ,并 按 基本 点 是 实 或 虚 以 及 它们 相 重 合 的 转移 情形 而 
将 对 合 分 成 两 个 主要 类 型 。 在 这 里 ,对 我 们 而 言 主要 问题 是 对 合 概 
念 本 映 ; 至 于 在 各 个 情况 下 的 区 别 , 即 关 于 二 次 方程 根 的 性 质 的 问 
题 ,是 第 二 位 的 。 

这 些 讨论 很 容易 推广 到 三 维 空间 ,实际 上 并 未 对 虚数 提供 一 个 
解释 ,但 就 二 次 流 形 来 说 ,仍然 为 区 别 实 与 虚 提 供 了 一 个 基准 点 。 每 
个 二 次 流 形 由 一 个 实 的 极 面 系统 表示 , 而且 能 像 对 流 形 的 实 方程 作 
解析 运算 一 样 , 对 这 个 极 面 系统 作 几 何 运算 。 

举 一 个 能 充分 说 明 这 一 点 的 例子 。 考 虑 一 条 二 次 曲线 , 即 在 平面 
上 给 出 的 一 个 极 线 系 统 , 还 考虑 一 条 直线 。 根 据 此 曲线 是 否 有 实 点 以 
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及 如 有 实 点 ,此 直线 与 它 是 否 相 交 于 实 点 而 直观 地 给 出 了 许多 可 能 的 
情况 。 在 任何 情况 下 ,平面 的 极 线 系统 将 在 直线 g 上 (图 19.2) 建 立 一 
个 线性 极 线 系统 , 即 一 个 对 合 。g 上 的 每 一 点 了 ,在 第 一 个 系统 里 对 应 
于 一 条 极 线 户 , 它 与 直线 g 相交 于 点 P 。 点 已 已 取 遍 了 有 关 对 合 。 
我 们 也 可 以 问 及 基本 点 问题 ,并 确定 它们 是 实 或 虚 。 由 这 个 讨论 开始 
出 现 的 方程 所 推导 出 的 结果 ,都 用 这 一 切 说 法 变 成 了 几何 二 言 。 


图 19.2 图 19.3 


我 们 将 把 这 些 考虑 特别 地 运用 于 虚 圆 点 和 虚 球 面 圆 。 我 们 以 前 
说 过 ,任何 两 圆 与 无 穷 远 直 线 相 交 于 同样 着 个 点 , 即 虚 圆 点 。 从 几何 
上 来 说 ,这 意味 着 ,它们 的 极 线 系统 在 无 穷 远 直线 上 建立 了 同样 的 一 
维 极 线 系统 , 即 同样 的 对 合 。 事 实 上 5 浙 果 我 们 画 几 条 从 无 穷 远 点 P 
到 圆 的 切线 ,那么 ,作为 这 些 切线 的 切 点 的 连 线 , 极 线 好 将 垂直 于 它 
们 的 公共 方向 (图 19. 3) 。 因 为 通过 同样 无 穷 远 点 的 所 有 直线 是 平 
行 的 ,所 以 相对 于 第 二 个 圆 ,点 已 的 极 线 pi 将 垂直 于 p! 所 垂直 的 方 
向 ,因而 与 平行。 换 句 话说 ,pi 与 pz 与 无 穷 远 直 线 相交 于 同一 点 
P'。 因 此 ,在 同一 极 线 系统 中 所 有 圆 的 极 线 系统 与 无 穷 远 直线 相交 
于 一 点 , 即 所 谓 “ 绝 对 对 合 ", 它 的 点 对 从 任何 有 限 点 去 看 ,都 以 相互 
垂直 的 方向 出 现 。 

现在 把 这 些 思想 用 解析 语言 来 表达 。 如 果 从 圆 的 齐 次 方程 


(é—ar)’ 二 (7—br)—rr’ = 0, 
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或 
和 6 十 7 一 2a6z 一 207z 十 (c 十 上 一 r?)r 二 0 
出 发 , 则 对 应 的 极 关系 是 


5’ 十 717 一 a(6r 十 6r) 一 007r 十 六 r) 
十 (a 十 一 2)rr 一 0。 


如 果 令 t= = 0, 则 可 由 此 得 出 在 无 穷 远 直线 上 的 关系 
EE'+n 一 0, rz 一 0,z =0,。 


这 些 方程 事实 上 与 原来 俩 的 常数 a, 5, c, 7 无关。 进而 ,根据 第 一 
方程 ,由 解析 几何 推出 ,从 点 (6,，7, 0) 与 (6 , 7,，0) 作 出 的 两 条 直线 
是 互相 垂直 的 ,所 以 实际 得 到 了 上 面 的 定理 。 

对 空间 球面 也 有 完全 类 似 的 结果 。 它 们 在 无 穷 远 平面 上 都 产生 
同样 的 ,由 方程 组 


站 -十 克 tt Qe 0 rT 0 


给 出 的 所 谓 绝对 极 线 关 系 。 因 为 第 一 个 方程 表明 方向 6: 7 :与 
5': 7 :是 相互 垂直 的 ,所 以 ,每 个 无 穷 远 点 也 ,对 应 于 在 垂直 于 从 
一 个 有 限 点 到 PP 的 方向 的 平面 上 的 无 穷 远 直线 。 故 我 们 得 到 了 关 
于 虚 球 圆 定理 的 一 个 实际 几何 等 价 物 。 

可 能 会 说 ,在 这 个 讨论 中 不 如 把 虚数 抛 去 ,不 加 解释 。 首 先 对 单 
独 的 虚 点 、 直 线 .平面 作出 实际 解释 的 ,是 斯 图 特 。 他 在 1856 一 1860 
年 所 写 的 Beitrige 中 ,通过 本 定理 的 推广 而 给 出 了 这 种 解释 。 下 面 
我 也 要 介绍 一 下 这 个 解释 ,因为 它 实 际 上 是 简单 而 又 巧妙 的 ,其 所 以 
感觉 奇怪 与 难 懂 , 仅 在 于 斯 图 特 的 抽象 表示 方法 。 我 将 采用 斯 托 效 
(Stolz) 在 1871 年 给 出 的 解析 方法 0。 斯 托 兹 和 我 那 时 一 起 都 在 哥 


人 “Die geometrische Bedeutung der complexen Elemente in der analytischen 


Geometrie”,《 数 学 年 刊 ) 第 4 卷 ,第 416 页 ,1871 年 。 
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廷 根 工 作 , 我 以 前 从 来 不 敢 读 斯 图 特 的 书 ,他 却 先 我 而 读 了 ,因此 在 
与 他 个 人 往来 中 ,我 不 仅 了 解 了 斯 图 特 的 这 些 思想 ,而 且 还 了 解 了 其 
他 许多 有 趣 的 思想 ,后 来 我 自己 对 斯 图 特 的 思想 进行 了 大 量 的 研究 。 
这 里 ,我 只 希望 给 出 斯 图 特 的 最 重要 的 思路 而 不 讲 其 细节 , 仅 以 平面 
为 限 。 

首先 设 用 复 坐 标 (6，7，z) 给 出 一 个 虚 点 ,并 将 其 实 部 和 虚 部 分 
开 如 下 


一 往 十 馈 ，7 一 办 十 ij TT 二 训 十 It。 (3) 
现在 我 们 希望 构造 一 个 实 的 图 形 , 借 以 解释 点 P, 并 使 其 “关系 成 为 
可 投影 的 ”, 较 准确 地 说 ,使 它 在 任何 实 投影 变换 下 保持 不 变 。 
(1) 第 一 个 必要 步骤 是 把 注意 力 集中 在 由 点 坐标 的 实 部 和 虚 
部 分 别 组 成 的 点 P ，P: 
Pi: &,， n,m; P,;: &, VE (3a) 
这 两 点 是 不 同 的 , 即 不 可 能 有 关系 各 : /A 名 : 六 :72， 否则 
ss:73:zr 的 性 质 将 和 3 个 实数 的 一 样 ,因而 代表 一 个 实 点 。 因 此 ,Pi， 
P; 确定 一 个 方程 为 


§ 7 Tt 
5 hn 二 0 (4) 

名 Dh 5z2 
的 实 直 线 g。 这 条 直线 既 包含 点 已 ,也 包含 其 共 斩 虑 点 已 ,其 坐标 为 
6 二 外 一 读 , 7 二 加 一 jp TT 二 克 一 ity。 (3b) 


因为 P 与 P 的 坐标 均 满足 直线 方程 (2)。 

(2) 当然 ,这 样 作出 的 点 对 Pl ，P; 绝 不 能 作为 虚 点 P 的 代表 ， 
因为 它们 本 质 上 依赖 于 6 7, rt 的 各 个 值 ,而 点 P 只 与 这 些 值 的 比 有 
关 。 如 果 不 用 与 7, ,而 用 ,7, rt 分别 与 一 个 任意 复 常 数 p = pi 十 
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io 之 积 来 代替 ,写成 
PE 一 站 和 一 0 扣 十 1005 十 由 多)， 


07 一 0 太一 六 十 1 人 太 十 六)， (5) 
or 一 一 2m 十 lm 十 OP)， 


那么 同样 的 点 卫 就 得 到 了 表示 。 但 如 果 将 其 实 部 同 虚 部 分 出 ,我 们 
得 到 代 蔡 点 已 ， 已 : 的 另外 两 个 实 点 ,其 坐标 为 


:En ir = (pmp) : (on mep): (om — pt), 


P» : & : mp 。 [9 一 (p26 二 pi6) : (ph 二 A) (pT 十 Am )。 
(5a) 


如 果 我 们 考虑 由 所 有 值 mw ，p: 给 出 的 全 部 点 对 Pi 与 Pz , 则 我 们 有 
一 个 仅 由 比 &: yy:t 所 求 出 的 几何 流 形 , 即 能 拿 来 代表 PP 的 “几何 ” 
点 卫 , 而 且 与 PP 的 联系 实际 上 是 投影 联系 。 因 为 如 果 用 任何 实 线性 
方法 变换 5 VE r, 则 &， nn ， 与 E: ， my ， z 会 得 到 同样 的 代 换 。 
5 (3) 现在 ,为 了 研究 这 些 扩 
0 对 总 体 的 几何 性 质 ,我 们 首先 注 
图 19.4 意 到 ,不 论 o 的 值 如 何 ,点 Pi 与 
Pi 都 在 直线 P, P, 上 (图 19. 4) ,因为 它们 的 坐标 显然 满足 方程 (4)。 
而 且 , 如 果 让 po 取 遍 所 有 复数 值 , 即 p 与 p; 取 遍 所 有 实数 值 (一 个 公 
共 实 因子 不 会 造成 实质 性 差异 ), 则 Pi 取 遍 g 的 所 有 实 点 ;而 Pz 总 
是 代表 在 g 上 唯一 与 Pi 对 应 的 第 二 个 实 点 。 故 对 pl = 1, ps = 0， 
作为 对 应 点 而 得 到 Pi 与 P: 。 如 果 引 入 比例 


| 
A 


9 


则 对 应 关系 会 显得 更 为 清楚 。 于 是 我 们 有 
对 Pi: 和 : 从 : Ti 一 (名 十 入 ) : (7 十 472) :《〈 十 Mr )， 
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对 :也 :: 了 ， ya ty 二 (5 一 6): (了 一 二 2): (na 一 es) 
(5b) 


(4) 从 这 些 公式 中 也 能 推 知 , 当 * 变化 时 ,Pi 与 P; 变 成 为 g 上 
一 个 对 合 的 所 有 点 对 。 因 为 如 末 在 g 上 引入 一 个 一 维 坐 标 系 , 则 扣 


P 与 Pi 的 齐 次 坐标 分 别 变 成 方程 (5b) 中 参数 Xf 二 4, Xt = 一 地 的 


线性 整 函数 ,因此 ,两 参数 之 间 的 方程 丸 ，。%hs = 一 1 在 Pi 与 Pz 的 线 
性 坐标 之 间 产 生 一 个 对 称 双 线 性 关系 。 


(5) 对 合 的 基本 点 , 即 由 4 二 一 寺 或 = 土 给 出 的 相互 对 应 点 ， 


它们 都 是 虚 的 ,其 中 之 一 是 我 们 的 出 发 点 P, 另 一 是 共 圈 虚 点 P。 到 
目前 为 止 , 我 们 只 是 对 斯 图 特 的 理论 作出 了 一 个 新 的 解释 。 除 点 P 
外 ,我 们 也 考虑 了 点 P, 它 和 PP 一 起 形成 一 个 由 实 二 次 方程 确定 的 
二 次 一 维 流 形 , 于 是 我 们 构造 出 了 对 合作 为 它 的 实 代表 。 我 提醒 你 
们 注意 ,如 果 我 们 知道 点 对 中 的 两 个 ,例如 Pi，P; 与 PI，P; ,这 样 
的 对 合 就 确定 了 。 如 果 这 个 对 合 有 虚 的 基本 点 ,其 必要 充分 条 件 是 
这 些 点 对 相互 交错 , 即 点 Pi 与 Ps 中 有 一 个 应 在 点 Pi 与 Pi 之 间 , 而 
另 一 个 则 在 它们 之 外 。 

(6) 为 了 完全 解决 我 们 的 问题 ,我 们 只 需 用 一 个 方法 把 P 与 P 
的 公共 代表 变换 成 只 是 P (或 只 是 了 ) 的 一 个 代表 。 斯 图 特 于 1856 
年 发 现 了 这 样 一 个 方法 ,这 是 他 的 光辉 思想 的 结晶 。 如 果 ^ 从 0 到 
十 然后 返回 经 负 值 到 零 取 壳 所 有 实数 值 , 则 具有 坐标 十 外 : 
hn 十 4772 : Ti 十 4r， 的 点 P; 将 以 一 个 完全 确定 的 方向 走 遍 直线 g (图 
19. 5)。 不 难 证 明 , 如 有 果 从 点 了 的 坐标 乘 以 一 个 任意 数 P 出 发 , 即 考 
虑 点 6 十 和 ，…， 则 将 在 g 上 导出 完全 同样 的 方向 。 而 且 , 在 的 
实 射影 变换 下 , 像 点 的 箭头 方 回 将 作为 同样 的 变换 结果 而 从 刚刚 确 
定 的 方 回 导出 。 于 是 ,如 末 使 这 个 箭头 方 回 对 应 于 原来 点 P(S 十 
启 ，…) 的 方向 ,就 能 满足 我 们 的 要 求 。 由 于 共 斩 虚 点 已 的 坐标 为 
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十 一 所)，…， 所 以 必须 相应 地 指定 正 的 增加 的 4 为 王 的 移动 方 
站 ,与 刚才 对 直线 g 确定 的 方向 相反 。 由 此 得 到 所 需要 的 区 分 : 我 
们 用 实数 4 的 正和 负 的 进 向 来 区 分 十 i 与 一 i。 


A 三 0 4=0 40 A=00 44<(0 
8 
Ps 已 有 P, 
图 19.5 


这 样 ,为 了 表示 虚 点 急 十 霹 , 办 十 im 十 ir 我 们 至 少 有 了 下 
述 法 则 , 以 建造 一 个 唯一 的 .射影 不 变 的 实 几 何 图 形 : 作出 点 
Pi (6 :六 :) 与 局 :六 本 ), 以 及 它们 的 连 线 g, 及 在 g 上 的 
点 对 合 ( 或 在 g 上 的 另外 点 对 ), 其 中 点 


Pi (名 十 A : Wal 十 A; : zl 十 Ar,) 


3 P/ (& —36 ; 办 一 元 ?TI 一 元 rz) 


总 是 成 对 的 。 最 后 , 按 、 的 正 增 量 而 得 到 Pi 的 移动 方向 ,我 们 加 上 

(7) 剩 下 还 需要 证 明 的 ,是 反 过 来 的 问题 : 每 一 条 加 有 和 定向 咎 
头 的 直线 ,以 及 其 上 两 个 相互 交错 的 点 对 P; ，P: 与 PI ，P: (或 一 个 
没有 实 点 对 的 对 合 ) 构 成 的 实 图 形 , 代 表 一 个 且 仅 一 个 虚 点 。 我 不 需 
要 对 此 作 详 细 的 证 明 。 但 选择 一 个 合适 的 实 常数 因子 以 后 ,不 难 对 
P; 的 坐标 给 出 这 样 的 值 名 ,及 ,Ti ,使 得 PI 和 Pz 的 坐标 和 


5 十 从, : 1 十 47; : 克 十 AT2 与 所 一 二 /| -2 “71 = 
成 比例 ,或 与 之 相同 , 即 ; 使 得 所 设 对 合 范 围 的 点 对 具有 坐标 所 土 
ie ，… 至 今 仍 属 任 选 的 4 的 符号 ,应 作 这 样 的 选择 : 当 4 从 0 问 正 
数 增 加 时 ,点 各 十 Ms :六 十 M72 :十 Mrs 的 移动 方向 与 原来 的 箭头 
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方向 一 致 ,于 是 ,根据 前 面 的 观点 ,具有 坐标 与 十 4 ，… 的 点 PP, 将 
实际 代表 具有 给 定 箭头 方向 的 给 定 的 对 合 。 而 且 可 以 证 明 , 如 果 从 
对 合 的 其 他 点 对 出 发 ,会 得 到 同样 的 坐标 比例 , 即 得 到 同样 的 点 P。 

讨论 了 点 的 有 关 问 题 之 后 ,我 们 可 以 用 对 偶 原 理 来 解决 平面 上 
的 直线 问题 。 于 是 ,我 们 可 以 用 一 个 实 点 (或 一 个 没有 重 实 射线 的 线 
束 对 合 ) ,加 上 线束 内 的 一 个 确定 的 旋转 方向 ,对 复 直线 作出 实 的 唯 
一 的 表示 。 

这 些 结果 ,也 允许 借助 实 的 几何 图 像 的 有 形 性 质 来 表示 复 与 实 
元 素 之 间 的 所 有 关系 。 这 也 是 这 些 结果 的 实际 价值 。 为 了 用 一 个 具 
体 的 例子 来 说 明 这 一 点 ,我 将 问 你 们 说 明 “ 一 个 点 ( 实 或 虚 ) 在 一 条 直 
线 g( 实 或 虚 ) 上 ”这 人 句 话 在 这 种 表示 中 的 含义 。 当 然 ,这 里 有 4 种 
情况 : 

(1) 实 点 与 实 线 。 

(2) 实 点 与 虚线 。 

(3) 虚 点 与 实 线 。 

(4) 虚 点 与 虚线 。 

情况 (1) 不 需要 做 什么 解释 , 它 组 成 通常 几何 学 中 的 一 个 基本 关 
系 。 在 情况 (2) 中 ,所 给 实 点 也 必须 在 共 罗 虚 线 上 ,因此 它 必 须 与 我 
们 用 来 代表 虚线 的 线束 的 项 点 一 致 。 类 似 地 ,在 情况 (3) 中 ,该 实 直 
线 必须 与 用 来 表示 所 给 虚 点 的 点 对 合 的 直线 一 致 (图 19. 6) 。 情 况 
(4) 是 最 有 意思 的 (图 19. 7) 。 在 这 种 情况 下 , 显然 , 共 斩 虚 点 必须 在 


图 19. 6 图 19. 7 
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共 力 虚 直 线 上 。 由 此 推 得 ,表示 P 的 对 合 直 线 的 每 一 个 点 对 必须 在 
表示 g 的 对 合 线束 的 一 对 直线 上 , 即 这 两 个 对 合 必 须 是 相互 投影 
的 ,而 且 它 们 的 箭头 也 是 相互 投影 的 。 

综合 这 个 讨论 ,我们 可 以 说 ,如 果 把 带 有 给 出 方 回 箭头 的 全 部 给 
定 对 合 图 形 作为 新 元 素 增 加 到 平面 上 全 部 实 点 和 实 直线 中 去 ,就 可 
以 得 到 一 个 把 复元 素 考虑 在 内 的 .解析 几何 的 平面 的 完全 实 的 图 形 。 
这 里 ,也 许 只 要 大 致 说 一 说 怎样 做 出 复 几 何 的 这 个 实 图 形 。 我 将 沿 
着 前 面 一 些 初等 几何 定理 的 一 般 提出 顺序 进行 。 

(1) 我 们 从 存在 定理 出 发 , 它 把 普通 几何 扩充 范围 以 内 出 现 的 
元 素 准 确 地 考虑 进去 了 。 

(2) 然后 考虑 连接 定理 , 即 在 第 一 点 确定 的 扩充 范围 内 ,过 两 点 
有 一 条 直线 且 仅 有 一 条 直线 ,两 条 直线 有 且 仅 有 一 公共 点 。 这 里 正 
和 上 面 一 样 ,要 根据 给 出 元 素 的 现实 分 成 4 种 情况 。 有 意义 的 是 确 
定 在 什么 点 与 线 对 合 中 可 以 得 到 这 些 复 关系 的 像 。 

(3) 关于 顺序 的 定律 ,和 实 关系 相 比较 , 这 里 出 现 了 一 个 全 新 的 
情况 。 特 别 是 ,在 -一 条 直线 上 的 所 有 实 点 与 复 点 组 成 了 一 个 二 维 连 
续 统 ,过 一 固定 点 的 所 有 直线 也 如 此 。 事 实 上 ,每 一 个 学 过 复 变 师 数 
论 的 人 ,都 习惯 于 用 平面 的 所 有 点 来 表示 复 变 数 的 集合 。 

(4) 关于 连续 性 定理 ,我 只 指 
出 ,如 何 表示 任意 靠近 一 个 实 点 的 各 

声 Fah Pf， 个 复 点 。 为 此 ,通过 实 点 P( 或 通过 

图 19.8 一 个 邻近 的 实 点 ) 画 一 条 线 , 并 在 其 

中 取 两 对 互相 交错 的 点 P ，P: 与 Pi，P2 (图 19. 8) ,使 不 同 对 的 两 

个 点 Pi，P! 位 于 靠近 点 P 之 处 ,如 果 使 Pi 与 P 移动 至 重合 , 则 由 

这 些 点 对 决定 的 对 合 将 退化 , 即 两 个 复 的 二 重点 与 P = P! 重合 。 

于 是 ,由 对 合 ( 具 有 某 个 箭头 ) 所 表示 的 两 个 虚 点 ,各 连续 地 移动 到 一 

个 靠近 已 的 点 或 移动 到 点 P 本 身 。 当 然 ,必须 小 心地 引入 连续 性 表 
示 ，, 以 便 有 效 地 使 用 它们 。 


。 
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这 样 的 整个 构造 与 普通 的 实 几何 学 比较 是 哆 唆 的 ,但 必 一 方面 ， 
它 又 包含 着 无 比 丰 富 的 内 容 。 特 别 是 , 它 把 代数 流 形 完 全 弄 清楚 了 ， 
从 几何 观点 把 它 看 成 是 其 中 实 与 复元 素 的 总 体 。 因 此 ,两 个 与 
次 曲线 一 般 有 mm， 7 个 公共 点 这 类 代数 基本 定理 或 贝 佐 (Bezout) 定 
理 , 就 可 以 用 几何 图 形 明 显 地 表示 出 来 。 为 了 实现 这 个 目标 我 们 应 
更 小 心地 去 推导 定理 。 而 这 类 研究 所 需要 的 一 切 关 键 资料 ,都 可 以 
在 有 关 文 献 中 找到 。 

在 大 多 数 情况 下 ,尽管 这 种 几何 解释 在 理论 上 有 它 的 好 处 ,但 确 
实 会 带 来 一 些 复杂 的 问题 ,使 我 们 只 好 限于 讨论 它 的 理论 可 能 性 ,而 
实际 上 却 回 到 了 比较 简单 的 基点 : 一 个 复 点 是 一 组 复数 坐标 值 ,在 
一 定 范围 内 ,能 用 它 作为 实 点 进行 运算 。 事 实 上 ,在 完全 不 考虑 所 有 
理论 问题 的 情况 下 , 虚 元 素 的 这 种 用 法 在 处 理 虚 圆 点 与 虚 球面 圆 中 
已 始终 证 明 是 有 效 的 。 正 如 我 们 所 了 解 的 , 绢 赛 列 是 第 一 个 这 样 用 
的 人 ,法 国 其 他 的 著名 几何 学 家 也 跟着 使 用 。 在 德国 ,特别 是 数学 家 
李 , 曾 使 用 这 种 虚数 的 概念 ,并 取得 极 大 的 成 功 。 

虚数 的 讨论 就 到 这 里 为 止 ,我 准备 这 样 结束 第 五 大 部 分 ,并 转 人 
新 的 内 容 。 


几何 
及 其 基础 的 系统 讨论 


第 一 十 章 
系统 的 讨论 


在 这 一 章 里 ,我 们 要 用 几何 变换 来 前 明 整 个 几何 领域 的 分 类 , 即 
用 一 个 观点 来 纵 观 各 个 部 分 及 其 相互 关系 。 


8 20.1 几何 结构 概述 


这 里 所 涉及 的 想法 ,就 是 我 在 1872 年 爱 尔 朗 根 大 纲 中 中 系统 地 
加 以 研究 的 内 容 。 至 于 后 来 这 些 想法 的 发 展 , 可 以 参看 G， 法 诺 
(G，Fano ) 在 《百科 人 全书》( 焉 A.B. 4b) 中 写 的 一 篇 文章 :“Die 
Gruppentheorie als geometrische Einteilungsprinzip” 。 

(1) 就 像 以 前 的 做 法 一 样 ,我 们 将 前 后 一 贯 地 运用 分 析 来 阐明 
几何 关系 ,把 空间 上 点 的 全 体 用 3 个 坐标 z，y, z 值 的 全 体 来 代表 。 
因而 空间 上 的 每 一 个 变换 ,对 应 于 这 些 坐 标的 某 一 个 变换 。 我 们 讨 
论 一 开始 就 已 知 的 4 种 特别 重要 的 变换 ,它们 由 z，>，z 的 茶 些 线 
性 代 换 来 表示 , 即 平移 、 环 绕 原点 O 的 旋转 、 关 于 O 的 反射 .以 O 〇 为 
中 心 的 相似 变换 。 

(2) 可 能 认为 ,引入 坐标 会 使 3 个 独立 变量 (zx，y, z) 的 分 析 和 
几何 完全 等 同 起 来 。 但 至 少 在 特定 的 意义 上 并 非 如 此 。 正 如 我 已 强 
调 的 ,几何 所 研究 的 只 是 在 前 一 点 所 提 到 的 线性 代 换 下 仍 保持 不 变 


D “Vergleichende Betrachlungen iiber neuere geometrische Forschungen”, 爱 尔 闭 
根 ,1872 年 。 重 印 于 《数学 年 刊 》 第 43 卷 , 第 63 页 及 以 后 部 分 ,1893 年 。 也 可 看 上 ' 克 莱 
因 《 数 学 著作 集 》, 第 1 卷 ,第 460 页 及 以 后 部 分 ,柏林 施 普 林 格 出 版 社 ,1921 年 。 
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的 那样 一 些 坐 标 之 间 的 关系 ,不 论 这 些 线性 代 换 被 看 做 是 坐标 系 的 
变化 也 好 ,看 做 空间 变换 也 好 。 因 此 ,几何 是 那样 一 些 线性 代 换 的 不 
变量 理论 。 男 一 方面 ,坐标 之 间 的 一 切 非 不 变 方程 ,例如 某 一 点 有 坐 
标 (2，5，3) 之 类 说 法 ,意味 着 参照 一 旦 固定 就 永远 固定 的 确定 的 坐 
标 系 。 诸 如 此 类 的 讨论 本 来 属于 逐 氮 研 究 并 分 别 考虑 各 氮 性 质 的 学 
科 , 即 属于 地 形 测量 学 的 范围 ,或 也 可 以 说 属于 地 理学 的 范围 。 为 了 
有 助 于 理解 ,我 请 你 们 注意 有 关 几 何 性 质 的 几 个 例子 。 当 说 到 两 点 
相隔 一 距离 时 ,意味 着 一 旦 长 度 单位 选 定之 后 ,就 可 以 根据 其 坐标 
(Zi， .YY1， 21) 和 (zz， .Y2， zz ) 列 出 式 子 


VY (ZX] 一 工 ?) 十 (yl 一 y2) 十 (zl — z2)*。 


这 个 式 子 在 上 述 一 切线 性 代 换 下 或 是 保持 不 变 的 ,或 只 是 被 乘 上 一 
个 与 点 的 特定 位 置 无 关 的 因子 。 又 如 , 谈 到 两 条 直线 的 交角 .圆锥 曲 
线 的 主轴 和 焦点 ,都 必须 类 似 地 来 理解 。 

这 些 几何 性 质 的 全 体 ,我 们 称 为 度量 几何 ,以 区 别 于 其 他 种 类 的 
几何 。 至 于 其 他 种 类 的 几何 , 则 根据 一 定 的 原则 把 度量 几何 中 某 些 
定理 提出 来 加 以 考虑 ,就 可 以 得 出 。 因 此 ,所 有 这 些 新 的 几何 科目 至 
少 从 直接 目的 来 说 是 范围 最 广 的 度量 几何 的 组 成 部 分 。 

(3) 我 们 先 来 看 已 经 仔细 研究 过 的 仿 射 变换 , 即 z，y，z 的 整 线 
性 代 换 : 


y = QazXI 十 bzy 十 c2z 十 dz， 
z 二 a3f 十 Day 十 C3z 十 ds。 


在 这 种 变换 下 ,第 一 点 中 提 及 的 一 切 变换 都 被 当 作 特例 包括 进去 了 。 
从 全 部 几何 概念 ,几何 定理 中 ,我 们 选取 了 在 一 切 仿 射 变换 下 都 保持 
不 变 的 那个 较 小 的 部 分 。 这 些 概念 及 定理 的 全 体 ,我 们 看 做 是 几何 
学 的 第 一 个 新 的 部 分 , 即 所 谓 仿 射 几何 或 仿 射 变换 的 不 变 式 理论 。 
根据 我 们 对 于 仿 射 变换 的 知识 ,可 以 立刻 选 出 这 种 几何 的 概念 


4 二 Qizx 十 Diy 十 C1 十 di， 
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及 定理 。 这 里 只 提 几 点 : 在 仿 射 几何 中 不 能 讨论 距离 和 角 。 圆 锥 曲 
线 主 轴 的 概念 以 及 圆 和 椭圆 的 区 别 , 同样 消 失 。 但 是 仍 保留 着 有 限 
及 无 限 空间 的 区 别 以 及 由 这 种 区 别 而 来 的 一 切 概念 ,如 两 条 直线 平 
行 的 概念 ,圆锥 曲线 之 区 分 为 椭圆 、 双 曲线 抛物 线 , 等 等 。 此 外 还 保 
狠 着 圆锥 曲线 的 中 心 及 直径 概念 ,特别 是 共 轿 直径 的 关系 。 

(4) 下 面 进而 讨论 投影 变换 , 即 引 人 线性 分 式 变换 : 


Z 一 (az 十 Diy 十 cz 十 四 ) : (az 十 册 y 十 cz 十 ch)， 
y = (asZz 十 by 十 czz 十 心 ) : (az 十 2y 十 cz 十 心 )， 
z 一 (as 并 十 py 十 csz 十 ds) : (az 十 py 十 cz 十 Ga)。 


它 将 仿 射 变换 作为 特例 包括 在 内 。 在 这 些 变换 下 保持 不 变 的 几何 性 
质 ,当然 也 必须 属于 仿 射 几何 的 范围 。 因 而 从 仿 射 几何 中 作为 投影 
变换 的 不 变 式 理论 分 出 所 谓 投影 几何 。 这 种 逐步 第 选 的 办 法 , 即 从 
度量 几何 中 分 出 仿 射 及 射影 几何 的 过 程 ,可 以 比 之 于 化 学 家 用 越 来 
越 强 的 试剂 从 化 合 物 中 分 离 出 更 加 贵重 成 分 的 过 程 。 我 们 所 分 出 
的 ,首先 是 仿 射 变换 ;其 次 是 投影 变换 。 

至 于 投影 几何 的 定理 ,应 该 强调 ,在 仿 射 几何 中 无 穷 大 的 特殊 作 
用 及 与 无 穷 大 有 关 的 概念 ,现在 全 没有 了 ,只 有 一 种 常态 的 二 次 曲 
线 。 但 是 举例 来 说 ,还 剩 下 极点 和 极 线 的 关系 ,同样 还 剩 下 用 投影 线 
来 生成 二 次 曲线 的 问题 ,这 一 点 我 们 前 面 已 讨论 过 ( 见 投影 变换 
部 分 )。 

利用 同样 的 原则 ,下 面 我 们 也 可 以 从 度量 几何 中 导出 其 他 几何 
类 别 , 其 中 最 重要 的 一 个 类 别 是 反 演 几 何 。 

(5) 反 演 几何 ,这 包括 一 切 反 演 变换 下 仍然 成 立 的 度量 几何 定 
理 之 总 和 。 在 这 种 几何 中 ,直线 和 平面 的 概念 没有 独立 的 意义 ,它们 
相应 地 作为 圆 或 球面 概念 的 特例 而 出 现 。 

(6) 最 后 让 我 提出 另 一 种 几何 类 别 , 它 在 某 种 意义 上 是 通过 最 
仔细 的 筛选 而 得 出 的 ,因而 包括 的 定理 极 少 。 这 就 是 我 们 前 面 提 
及 的 拓扑 学 , 它 讨论 了 在 所 有 单 值 可 逆 连 续 变换 下 的 所 有 不 变性 。 
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为 了 避免 在 所 有 这 种 变换 下 无 穷 大 变 成 本 身 因而 得 到 一 个 特殊 地 
位 ,我 们 或 者 将 种 种 投影 变换 结合 起 来 ,或 者 将 种 种 反 演 变换 结合 
起 来 。 

下 面 我 们 将 引入 群 的 概念 ,使 上 述 划 分 方案 的 定义 更 加 清晰 。 
我 们 已 经 知道 ,如 果 变 换 集中 任意 两 个 变换 的 复合 仍 是 集中 的 一 
个 变换 , 每 一 个 变换 的 逆 变 换 仍 属于 此 变换 集 , 则 称 这 样 的 变换 集 
为 群 。 群 的 例子 有 : 一 切 运 动 的 全 体 或 一 切 射影 变换 之 全 体 , 因 
为 两 个 运动 复合 成 为 一 个 运动 ,两 个 射影 变换 复合 成 一 个 射影 变 
换 , 在 两 种 情况 下 ,每 个 变换 都 存在 着 一 个 道 变换 。 

如 果 回 顾 我 们 所 划分 的 各 种 几何 ,我 们 可 以 看 到 , 在 各 种 几何 中 
起 划分 作用 的 变换 ,总 是 形成 为 群 。 首 先 , 使 度量 几何 的 种 种 关系 保 
持 不 变 的 一 切线 性 变换 (平移 .旋转 .反射 ,相似 变换 ) ,显然 形成 为 
群 , 称 为 空间 变换 的 主 群 。 对 于 仿 射 几何 中 仿 射 变换 的 仿 射 群 ,也 很 
容易 确定 其 类 似 的 意义 ;对 于 投影 几何 中 一 切 投影 变换 组 成 的 投影 
群 也 是 如 此 。 在 把 任何 反 演 变换 同 主 群 里 的 变换 结合 起 来 而 得 到 的 
一 切 变换 下 , 反 演 几何 的 定理 也 是 仍然 成 立 的 。 这 一 切 又 形成 为 群 ， 
即 反 演 变换 群 。 最 后 对 于 拓扑 来 说 , 它 必须 涉及 一 切 连续 单 值 可 逆 
变换 群 。 

现在 我 们 想 确 定 , 各 个 群 中 的 一 个 单独 运算 依赖 于 多 少 个 独立 
的 参数 。 在 主 群 中 ,运动 涉及 6 个 参数 还 须 加 上 单位 长 度 变化 的 参 
数 , 所 以 一 共有 7 个 参数 。 我 们 用 Gi 来 表示 主 群 。 一 般 仿 射 变 换 方 
程 含 有 3。 4 二 12 个 任意 系数 ;投影 变换 含有 4。 4 二 16 个 任意 系数 ， 
但 其 中 一 个 公 因数 是 非 本 质 的 。 因 此 仿 射 变换 群 为 Ca ,投影 变换 
群 为 Cu , 反 演 变换 群 为 co。 最 后 ,一 切 连续 变换 群 则 不 具有 有 限 
个 参数 ,其 运算 取决 于 任意 的 函数 ,如 愿意 的 话 , 说 取决 于 无 穷 多 个 
参数 也 可 以 ,不 妨 说 这 一 群 是 C- 。 

在 刚才 讨论 的 各 类 几何 和 变换 群 之 间 的 联系 中 ,有 一 个 基本 原 
则 贯穿 其 间 ,可 以 作为 一 切 可 能 建立 的 几何 特征 。 我 编 的 爱 尔 良 根 
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数学 纲领 中 的 主导 思想 就 是 如 此 : 给 出 任 一 把 主 群 作为 子 群 包含 在 
内 的 空间 变换 群 ,从 该 群 的 不 变 式 理论 建立 某 一 类 几何 。 每 一 类 几 
何 都 可 以 用 这 个 方法 建立 。 因 此 各 类 几何 都 以 其 有 关 群 作为 其 特 
征 , 相 应 的 群 就 成 了 我 们 所 考虑 的 主要 对 象 。 

在 我 编 的 教学 大 纲 中 , 只 有 我 概括 的 前 3 种 情况 ,彻底 贯彻 了 这 
个 原则 。 这 些 情 况 是 最 重要 或 是 大 家 最 熟悉 的 ,我 们 要 人 花 点 时 间 来 
加 以 讨论 ,并 特别 注意 其 中 的 过 渡 情 况 。 

我 们 采取 与 刚才 相反 的 顺序 ,从 射影 几何 开始 , 即 从 一 切 投影 变 
换 所 形成 的 Cs 出 发 ,不 妨 将 其 记 为 齐 次 形式 


66 = aét+0o7yt+cttdir, 
pW = azé+ bgt cb dzrt, 
65 = asé 二 bn 二 cat dsr, 
pT 二 qt 十 B47 十 45 十 daT。 


为 了 由 此 过 渡 到 仿 射 群 ,我 们 先 指出 , 奢 投 影 的 结果 使 无 穷 大 平 
面 转换 成 其 本 身 , 即 若 每 一 个 + 等 于 0 的 点 对 应 于 一 个 + 等 于 0 的 
点 , 则 此 投影 变换 为 仿 射 变 换 。 者 w = 5b 二 c4 = 0, 就 出 现 这 种 情 
况 。 因 此 如 果 用 or 来 除 方程 组 (1) 的 每 一 个 方程 ,以 求 出 非 齐 次 方 
程 ,并 仍 以 a1… 来 代替 oa : ds…, 那 么 得 


4 = az 二 Wy 十 cz 十 di， 


(1) 


y = azsz 二 by cz d;, (2) 
2 一 C3 人 学 十 psy 十 cz 十 ds。 


这 实际 上 就 是 原 有 的 仿 射 公式 。 由 此 可 知 ,根据 无 穷 远 平面 仍 保持 
不 变 的 条 件 , 可 从 投影 群 G1; 中 分 出 12 个 参数 的 子 群 , 即 仿 射 群 。 
同样 地 ,要 求 出 主 群 G1 ,可 以 选 出 那些 不 仅 可 使 无 穷 大 平面 ,而 
且 可 使 虚 球 面 圆 不 变 的 投影 变换 (或 仿 射 变换 ), 即 在 这 种 投影 变换 
下 ,每 一 个 满足 方程 振 十 刀 十 关 王 0 和 rz=0 的 点 ,对 应 于 满足 同样 
方程 的 点 。 这 个 论断 是 很 容易 证 实 的 。 你 们 只 要 记 住 ,根据 我 们 的 
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条 件 , 可 能 差 一 个 常数 因子 ,借助 于 r = 0 平面 上 的 仿 射 变换 而 固定 
了 对 应 于 虚 球 面 圆 的 二 次 曲线 的 6 个 ( 齐 次 ) 常数 ,因而 在 仿 射 变换 
的 12 个 常数 上 有 6 一 1 = 5 个 条 件 ,12 一 5 = 7, 正好 是 Gz 的 参数 。 
1859 年 ,伟大 的 英国 几何 学 家 饥 莱 使 这 整个 考虑 方式 发 生 了 重 
要 的 改变 Db。 在 此 以 前 , 仿 射 几何 和 投影 几何 好 像 是 度量 几何 的 两 
个 比较 弱 的 部 分 ,但 凯 菜 相反 地 使 我 们 有 可 能 把 仿 射 几何 以 及 度量 
几何 都 看 做 是 射影 几何 的 特例 。 他 说 :投影 几何 就 是 全 部 几何 。 "这 
种 从 表面 上 来 看 似是而非 的 联系 ,是 因为 人 们 把 所 研究 的 图 形 与 某 
种 流 形 ( 即 无 穷 大 平面 或 其 上 的 虚 球 面 圆 ) 结 合 在 一 起 。 因 而 一 个 图 

像 的 仿 射 性 质 或 度量 性 质 , 不 外 乎 是 由 此 延伸 的 图 形 的 射影 性 质 。 
让 我 们 用 两 个 非常 简单 的 例子 来 说 明 这 一 点 ,以 有 所 不 同 的 形 
式 提出 众所周知 的 事实 。 两 条 直线 平行 的 说 法 ,在 投影 几何 中 没有 
直接 的 意义 。 但 是 如 果 我 们 对 给 定 的 流 形 ( 两 条 线 ) 加 上 无 穷 远 的 平 
面 ,那么 说 两 条 给 定 的 线 在 给 定 的 平面 上 相 
交 , 这 种 说 法 就 是 纯粹 的 射影 几何 的 说 法 。 
一 条 线 垂直 于 一 平面 ,情况 也 类 似 。 我 们 可 
以 把 它 化 为 给 定 图 形 的 极 线 关 系 ( 投 影 性 
质 ) ,方法 是 加 上 虚 球 面 圆 使 给 定 图 形 得 到 延 
伸 ( 图 20.1); 线 上 点 的 图 形 P- 和 平面 上 的 
图 20. 1 线 的 图 形 g. ,在 无 穷 大 的 平面 上 ,对 于 虚 球 

面 加 是 极点 和 极 线 。 

我 想 把 这 里 已 简单 提示 的 思路 发 挥 得 更 充分 一 些 , 说 明 怎 样 
循 此 思路 建立 起 一 个 完整 的 几何 结构 系统 。 在 这 一 方面 作出 最 大 
贡献 的 是 英国 数学 家 ,我 已 经 提 到 过 凯 菜 ,其 次 是 都 柏林 大 学 的 
J。J。，。 西 尔 维 斯 特 (J. J]. Sylvester) 和 G。 萨 蒙 (G，Salmon)。 他 们 
从 1850 年 开始 创造 了 一 门 代数 分 支 , 狭 义 地 称 为 线性 齐 次 代 换 的 


@ 参见 《关于 四 元 数 的 第 六 篇 专 论 》, 伦 敦 皇 家 学 会 哲学 学 报 ,1859 年 。 也 可 看 《 数 
学 文章 集 ) 第 2 卷 ,第 561 页 及 以 后 部 分 ,剑桥 ,1889 年 。 
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不 变量 理论 2, 有 了 这 个 理论 ,就 有 可 能 在 凯 菜 原理 的 指导 下 ,在 分 
析 的 基础 上 ,作出 几何 学 的 完整 的 系统 结构 。 为 了 了 解 这 个 系统 ,我 
们 有 必要 用 一 点 时 间 来 讨论 不 变量 的 理论 。 


8 20.2 关于 线性 代 换 的 不 变量 理论 


当然 我 只 能 介绍 主要 的 结果 和 思路 ,不 谈 细 节 和 证 明 。 至 于 这 
个 广大 领域 的 文献 ,我 首先 请 你 们 参考 Jahresberichte der deutschen 
Mathematiker-Vereingung (1892 年 ) 第 一 卷 中 W。 弗 朗 奖 。 梅 耶 写 
的 “Die Fortschritte der projectiven Invariantentheorie in letzten 
Vierteljahrhundert” 一 文 , 以 及 同一 作者 在 《百科 全 书 》(IB2) 中 写 的 
“不 变量 ”一 文 。 关 于 不 变量 理论 特别 涉及 几何 学 的 方面 ,在 G。， 防 
蒙 的 教科 书 @ 里 可 以 找到 所 需 的 一 切 材 料 , 那 本 书 对 于 传播 这 里 所 
涉及 的 思想 做 出 了 最 大 的 贡献 。W，。 费德勒 (W. Fiedler) 所 译 的 该 
书 的 德 文 本 ,始终 得 到 特别 广泛 的 采用 。 林 德 曼 (F. Lindemann) 编 
辑 的 A。 克 莱 布 什 的 讲义 3 属于 同一 范畴 的 书 。 

(1) 现在 回 到 我 们 的 正题 。 设 有 任 一 给 定 变 量 的 数目 ,相应 地 
有 一 个 二 元 、 三 元 、 四 元 、…… ;区 域 ,为 了 使 我 们 能 把 前 三 者 情况 下 
的 变量 最 终 看 成 线 、 面 或 空间 上 的 齐 次 坐标 ,我 们 用 记号 


§, 7 Cs 7 Ts §, 7， 5， C3 
其 中 + == 0 始终 表示 无 穷 远 的 元 素 。 


@ “不 变量 理论 ”这 个 术语 也 用 于 广义 , 指 任意 的 变换 群 。 我 们 在 以 后 几 页 中 用 的 
是 狭义 ,是 西 尔 维 斯 特首 先 这 样 用 的 。 

@ G' 萨 蒙 :《 分 析 几 何 》 内 容 有 : 工 . 圆锥 曲线 ; 工 . 高 次 平面 曲线 ; 耳 . 空间 ; 
NN. 线性 变换 代数 讲义 。 德 文 译 者 W， 费德勒 ,莱比锡 ( 杜 伯 纳 出 版 社 )。 每 一 卷 出 了 几 
版 , 卷 工 新 近 由 FE。 丁 格 尔 迪 (F. Dingeldey) 编 辑 ; 卷 于 由 K。 科 默 莱 尔 (K. Kommerell) 及 
A。 布 里 尔 (A._ Brill) 编 辑 。 

@ A'. 克 鞠 布什: Vorlesungen iiber Geometrie ,下 。 林 德 曼 编 辑 , 革 比 锡 ( 杜 伯 纳 出 
版 社 ) ,1876 年 第 一 版 ,1906 年 第 二 版 。 
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(2) 我 们 来 考虑 这 些 变量 的 一 切 齐 次 线性 变换 群 。 目 前 我 们 心 
中 考虑 的 不 仅 有 变量 的 比 , 正 像 以 后 在 射影 几何 中 的 情况 一 样 ,而 且 
有 变量 的 个 别 值 。 我 们 可 记 这 些 代 换 为 
/ py A 
< = aiédirt, > 7 二 Qa2€ 十 6b27 十 c25 十 dzT， 
7 = az€ 二 ben 十 dzT, 
rz 一 446 十 dr， 5 二 a3€ 十 B37 十 c35 十 dat， 
T = Q46 十 2 十 dam， 
tT 一 a46 十 7 十 ce 十 dar。 
在 这 3 个 群 中 的 参数 个 数 相应 地 为 4，9，16 。 
为 了 方便 起 见 ,我 们 按 习 惯 在 公式 中 只 用 变量 及 Tt, 只 写 出 包 
含 这 两 个 变量 的 项 ,中 间 用 点 隔 开 。 如 果 以 后 涉及 二 元 区 域 ,就 去 掉 
这 些 点 号 ;对 于 三 元 或 四 元 区 域 ,我 们 用 含 7 的 项 或 含 7 和 的 项 来 
代替 点 号 ,这 些 项 类 似 于 已 写 出 的 项 。 因 而 ,我 们 一 般 说 变量 是 
<，…，F7，, 而 线性 代 换 是 


é’ 二 a1é 十 … 十 dirt， 
Ns (1) 
[ 一 a46 十 Se 十 casr。 


(3) 至 于 不 变量 理论 的 对 象 ,我 们 将 以 两 种 不 同形 式 来 考虑 。 
第 一 种 形式 考虑 的 是 变量 的 任 一 值 组 各，…，mi 外 ，…， 己 ; 
$,，…，z25 … 根据 几何 学 的 精神 ,可 以 直接 记 为 点 1，2，3，…。 
这 些 值 组 的 每 一 个 将 经 受 群 (1) 的 代 换 ,我 们 所 关心 的 是 建立 在 这 些 
联 立 代 换 作用 下 仍然 不 变 的 值 组 的 组 合 。 

(4) 第 二 个 形式 除了 考虑 这 样 的 点 以 外 ,还 要 考虑 变量 的 函数 ， 
主要 是 有 理 整 函数 。 事 实 上 ,我们 可 以 只 考虑 齐 次 有 理 整 函数 ( 称 为 
型 ), 因 为 ,无 论 如 何 , 由 于 代 换 的 齐 性 , 同 次 的 项 可 以 代 换 成 原来 一 
样 的 次 数 。 因 而 我 们 将 考虑 线性 型 


$= 二 0 十 … 十 位 
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及 二 次 型 
厂 三 Ah: 十 … 十 2G6r 十 … 十 天 rr 


等 等 。 我 们 也 可 以 同时 考虑 同 次 的 几 个 型 ,这 样 就 用 下 标 来 加 以 区 
别 , 即 
册 一 ai 和 6 十 十 9r 交 一 az 和 6 十 … 十 2ri … 
同样 地 ,我 们 可 以 从 几 个 变量 的 型 开始 , 即 从 双 线 性 型 开始 : 
f= Afi& 十 … 十 C6m 十 … 十 Nr 名 十 … 十 Pr。 

为 了 弄 清楚 这 里 出 现 的 一 般 问 题 ,我 们 必须 首先 问 : 在 我 们 用 
群 (1) 来 对 这 些 变量 施加 变换 ,并 规定 型 ?或 f 的 值 保持 不 变 的 情况 
下 ,这 些 型 的 系数 如 何 变 换 ? 

先 考虑 线性 型 , 令 


9 一 哈 十 十 Br 二 a€ 十 … 十 GT 
如 果 将 (1) 式 表达 的 6 “"", 5 代 进 去 ,就 得 到 变量 é, "”", r 的 等 式 : 


QE 十 ee。 十 位 王 a (aié 十 ee 十 di17) 十 十 SG (ae 十 NE + da7) 
二 (gai 十 十 6'a4)€ 二 十 (adi 十 … 十 Od) rt。 


由 此 得 


a (2) 


| . aaa 六 十 a46 ， 
6 = dia 十 … 十 心 8 ， 


因而 线性 型 的 新 系数 " ，…，98 用 另 一 个 线性 代 换 同 原 有 系数 
a，*…, 6 联系 了 起 来 。 这 男 一 个 线性 代 换 同 (1) 的 关系 是 很 简单 的 : 
系数 矩阵 的 行 和 列 相互 交换 ( 代 换 被 “ 转 置 " 过 来 ), 而 且 原 有 系数 (不 
带 撤 ) 和 新 系数 ( 带 撤 ) 相 互 交换 其 位 置 。 这 个 新 的 代 换 (2) 被 称 为 原 


。166 。 高 观点 下 的 初等 数学 


代 换 (1) 的 逆 步 代 换 ,简单 地 称 作 线性 型 系数 a,…, 6 道 步 于 变量 
#$,，…, T, 受 到 同样 代 换 (1) 的 变量 集合 鱼 ，…, ;名 …，z; … 用 
类 似 的 术语 称 为 逆 步 变量 。 
现在 来 谈 二 次 型 f。 我 们 首先 问 各 个 二 次 项 6 ，…*，é&T,，…， 
5 ,在 线性 代 换 (1) 作 用 下 的 情况 。 从 (1) 式 立刻 对 新 变量 的 各 二 次 
项 得 出 公式 
£2 二 gt 十 十 2a1ditr 十 … 十 dir?， 


ET 一 aiqd4é 十 …。， 十 (aidis 十 aadi )éT 十 … 下 > (3) 


= a 二 十 2adiét 十 … 十 diT?。 


我 们 可 以 把 这 些 关系 简单 地 表示 如 下 。 变 量 的 各 二 次 项 与 变量 本 喘 
同时 受到 齐 次 线性 代 换 。 这 种 代 换 可 以 立即 从 (1) 式 导出 。 由 于 
是 这 些 二 次 项 的 线性 型 ,我 们 可 以 重复 前 述 的 推理 ,推出 系数 
A,…,2G,…,， 天 所 受到 的 变换 ,是 线性 齐 次 的 , 逆 步 于 项 和 ，…， 
Sr，…， 工 的 代 换 (3), 即 A,…, 2G,…, K 和 A’,…, 2G’,…,K 
之 则 的 方程 ,由 (3) 式 得 出 ,如 同 (2) 式 由 (1) 式 得 出 一 样 。 

(5) 我 们 现在 可 以 来 概括 不 变量 理论 的 一 般 问题 。 给 出 任 一 点 
集 1，2，… 并 给 出 某 些 线性 型 二 次 型 或 更 高 次 型 站, 风 ，…， 万 ， 
f:，*…, 因 而 不 变量 是 指 坐 标 生 ,|…, 5 所，…， 尼 ;的 图 数 和 系 
数 ai ， 。…。，， 0 ; Q ，，…。"， 0,; 。…，; Ai， 。… Ki; A,， 。… K,; … 的 遇 数 ， 
它们 在 变量 的 线性 代 换 (17 及 我 们 刚才 确定 的 相关 的 系数 系统 的 代 
换 下 保持 不 变 。 要 研究 的 是 一 切 可 能 的 不 变量 的 集合 。 

“ 协 变 "和 “ 道 变 ”这 两 个 词 有 时 用 于 表示 不 变量 中 特殊 的 类 。 如 
果 变 量 和 ,二 ; 名 ， ,Tz;… 本 身 出 现在 不 变 式 中 ,我 们 就 说 人 它 
是 协 变 式 ;如 果 线 性 型 的 系数 wo ，…, 个 ; wz ，…，0 3; … 出 现在 不 变 
式 中 ,我 们 就 说 是 逆 变 式 。 因 此 , “不 变量 ”一 词 仅 限于 有 既 不 包含 坐标 
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合 ，… ,又 不 包含 m ,… 等 系数 ,而 仅 由 二 次 或 更 高 次 型 系数 构成 的 
式 子 。 这 两 种 情况 之 所 以 需要 强调 并 加 以 对 比 ,是 因为 以 变量 
$，…, 工 的 集 为 一 方 , 以 变量 a,…, 6 的 集 为 为 一 方 ,表现 出 某 种 互 
逆 性 质 : 如 果 对 其 中 之 一 进行 条 线性 代 换 ,那么 为 一 方 就 发 生 逆 步 
代 换 ,而 不 管 我 们 从 哪个 集 开 始 。 因 而 我 们 可 以 通过 适当 的 排列 ,由 
某 一 类 不 变 式 导 出 男 一 类 相似 的 不 变 式 。 至 于 几何 解释 ,这 里 显然 
有 一 个 对 偶 原理 的 表达 式 , 因 为 如 果 我 们 把 $,…, rt 看 做 是 点 坐标 ， 
那么 c，…，9 就 成 为 齐 次 线 坐 标 或 面 坐标 。 不 过 ,区 分 5,…, Tr 或 
a，…，, 是否 真 正 出 现在 所 说 的 式 子 中 ,当然 没有 根本 意义 。 以 后 
我 们 用 “不 变量 ”一 词 ,一 般 指 的 是 广义 的 。 

(6) 我 们 现在 从 为 一 方向 更 明确 地 定义 不 变 式 的 概念 ,以 便 有 
可 能 建立 起 严格 的 理论 。 以 后 我 们 把 不 变 式 仅仅 看 做 是 坐标 和 系数 
的 有 理 函 数 , 而 且 它 们 对 每 一 个 点 的 坐标 以 及 对 其 中 出 现 的 每 一 个 
型 的 系数 是 齐 次 的 。 我 们 可 以 把 每 一 个 这 样 的 有 理 函 数 表示 为 两 个 
整 有 理 齐 次 函数 的 商 , 并 用 它们 本 映 来 进行 研究 。 既 然 分 子 .分母 的 
公 因 子 不 改变 商 的 值 ,那么 在 至 此 为 止 所 采用 的 意义 上 ,分 子 和 分 母 
就 不 必 是 不 变量 ,而 是 在 每 个 线性 代 换 下 都 得 到 的 一 个 因子 。 

可 以 证 明 这 个 因 式 仅 取决 于 代 换 的 系数 , 且 它 一 定 是 代 换 行列 
式 的 生 : 


这 样 最 终 就 归结 于 考虑 那样 一 些 给 定量 集 的 有 理 齐 次 整 函 数 , 它 们 
在 我 们 已 经 建立 的 变量 及 系数 的 线性 代 换 下 是 乘 以 代 换 行列 式 的 寡 
r"。 这 些 函 数 我 们 称 为 相对 不 变量 ,因为 它们 所 经 历 的 变化 总 是 非 
本 质 的 , 且 在 r= 1 时 的 一 切 代 换 下 完全 保持 不 变 。 指 数 4 称 为 不 变 
量 的 权 。 作 为 对 比 ,我 们 把 至 此 为 止 记 作 不 变量 的 那 种 函数 称 为 绝 
对 不 变量 。 因 此 ,每 一 个 绝对 不 变量 是 两 个 同 权 的 相对 不 变量 的 商 。 
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(7) 据 上 述 ,我 们 实际 上 对 于 不 变量 理论 已 获得 了 一 个 系统 的 观 
点 。 最 简单 的 相对 不 变量 是 对 给 定 的 变量 集 为 最 低 次 的 多 项 式 ,进而 
到 高 次 多 项 式 。 如 果 广 ,7z 是 任意 两 个 相对 不 变量 ,那么 它们 的 窜 的 
每 一 个 乘积 产 。 恩 也 是 相对 不 变量 。 因 为 如 果 把 因子 斑 代 人 方 , 把 
产 代入 jo ,那么 除了 因子 六 5 以外, 六。 六 都 会 重新 变 成 其 自身 。 
如 果 我 们 现在 作出 各 乘 以 常 因数 的 这 样 一 些 项 之 和 : 


四 四 ,如 ,2 本 多 四 
CR 
《天 1 ， 天 2 ，…) 


并 且 如 果 各 个 被 加 项 在 变换 后 都 确实 是 乘 以 ~ 的 同样 的 客 , 即 它们 
都 有 同样 的 权 (* 等 权 ”) ,那么 我 们 显然 又 得 到 一 个 较 高 次 的 相对 不 
变量 ,因为 各 项 的 因子 可 以 放 在 连 加 号 之 前 。 

不 变量 理论 的 中 心 问题 自然 是 能 不 能 用 这 样 的 方法 得 出 一 切 不 
变量 ,在 各 个 给 定 的 情况 下 ,什么 是 最 低 次 不 变量 的 完备 系统 ? 亦 即 
可 按 上 述 方式 作出 系统 中 元 素 的 有 理 分 式 及 多 项 式 , 使 其 包含 所 有 
相对 不 变量 。 不 管 怎样 ,主要 的 定理 是 : 对 于 每 有 限 个 给 定量 ,始终 
存在 一 个 有 限 的 “完备 不 变量 系统 ”, 即 存在 有 限 个 不 变量 。 所 有 其 
他 不 变量 是 这 有 限 个 不 变量 的 有 理 分 式 或 多 项 式 。 在 不 变量 的 系统 
理论 方面 所 取得 的 这 些 确定 结果 ,应 归功 于 德国 数学 家 P。 哥 尔 丹 
(P. Gordon) 和 D。 希 尔 但 特 。 希 尔 伯 特 在 德国 (数学 年 刊 ) 第 36 卷 
中 发 表 的 专题 研究 了 ,是 特别 值得 指出 的 。 

现在 我 要 提出 几 个 简单 的 例子 ,也 就 是 以 后 在 几何 学 中 要 用 到 
的 那些 例子 ,以 便 弄 清楚 我 们 一 直 在 讨论 的 抽象 推导 。 这 里 当然 只 
是 讲 个 概要 ,不 是 详细 证 明 。 

(1) 首先 假设 我 们 在 二 元 区 域内 仅 有 一 定数 量 的 点 : 


mi 名， 3 T33 """, 


@D “Uber die Theorie der algebiaischen Formen”,《 数 学 年 刊 》 第 36 卷 ,第 473 页 及 
以 后 部 分 ,1890 年 。 
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这 里 我 们 得 出 一 个 有 趣 的 定理 : 最 简单 的 不 变量 可 以 从 这 些 坐 标 构 
成 的 二 阶 行列 式 得 到 ,而 且 这 些 行列 式 构成 完备 的 不 变量 系统 ， 

由 1 和 2 两 个 点 可 以 建立 一 个 二 阶 行列 式 
nn 


o 
名 Ty 


Alz > 


这 实际 上 是 变量 的 整 有 理 函 数 , 而 且 对 (名 9 rr) 和 (6 【2 ) 都 是 齐 次 
的 。 如 果 把 行列 式 乘法 法 则 运用 于 计算 : 


& 1 十 di Q4 全 十 dan 
0 & tz a 二 dit, Qaé 二 dat 
a di hn 
a da | 名 tT 人 


我 们 能 立刻 看 出 这 个 行列 式 的 不 变性 质 。 这 里 不 变量 的 权 是 1。 
同样 ,n 个 点 1，2，…, nn 共有 二 一 个 权 为 1 的 不 变量 ， 


§ : 
Ai = (1 ks 2 wi n)。 


& Th 


要 证 明 这 些 行列 式 构 成 完备 的 不 变量 系统 , 即 n 个 点 的 每 一 个 相对 
不 变量 可 以 表示 为 等 权 项 的 和 : 
> CAA 
那 就 走 得 太 远 了 。 我 们 从 分 子 分母 为 等 权 的 相对 不 变量 的 商 , 求 出 
最 一 般 的 有 理 绝对 不 变量 。 因 此 ,最 简单 的 绝对 不 变量 的 一 个 例子 
就 是 商 全 ， 
结合 这 个 例子 ,我 想 解 释 一 下 在 理论 上 非常 重要 的 抽象 概念 , 即 


“ 合 冲 ”( 即 不 变量 的 一 个 耦合 或 联系 )。 也 就 是 说 , 某 些 基本 不 变量 
的 组 合 可 能 等 于 零 。 例 如 ,对 于 4 个 点 ,我 们 有 
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这 不 过 是 一 个 已 知 的 行列 式 恒等式 ,实际 上 前 面 我 们 已 经 使 用 过 它 ， 
在 一 个 完备 的 系统 的 不 变量 之 间 的 这 种 恒等式 ,就 叫做 合 冲 。 如 果 
有 几 个 那样 的 合 冲 , 就 可 以 用 相 乘 或 相 加 的 方法 形成 新 的 合 冲 , 因 而 
可 以 像 对 于 行列 式 本 身 一 样 ,可 以 问 是 否 有 能 用 这 种 方法 形成 其 他 
一 切 “ 合 冲 ” 的 完备 的 合 冲 系统 问题 。 理 论 表 明 , 总 是 存在 那样 一 个 
有 限 的 系统 。 例 如 ,在 4 个 点 的 情况 下 ,这 个 完备 的 系统 由 上 述 一 个 
方程 构成 , 即 在 6 个 行列 式 Als ，…， As 之 间 的 一 切 恒等式 都 可 由 上 
述 方程 推出 。 在 5 个 及 5 个 以 上 点 的 情况 下 ,完备 系统 由 这 种 类 型 
的 一 切 方 程 构成 。 了 解 这 些 合 冲 ,对 于 了 解 整个 不 变量 系统 当然 有 
根本 的 意义 ,因为 如 果 最 简单 的 不 变量 的 两 个 等 权 集合 的 差别 仅 为 
以 合 冲 的 左边 作为 因数 的 项 ,那么 它们 就 是 恒 等 的 ,不 需要 计算 
两 次 。 

(2) 同样 地 ,如 果 在 三 元 或 四 元 区 域 里 有 若干 单个 的 点 ,那么 整 
个 不 变量 系统 就 是 以 完全 一 样 的 方式 由 它们 的 坐标 形成 的 三 阶 行 列 
式 或 四 阶 行列 式 构成 。 例 如 ,在 三 元 区 域 ,3 个 点 的 基本 不 变量 还 是 
权 为 1 的 不 变量 : 
& Nh an 
é& mh |。 

] 55 Nn Ta 

其 他 一 切 细节 ,特别 是 这 里 怎样 建立 合 冲 , 留 给 你 们 自己 去 考虑 。 

(3) 现在 让 我 们 来 考虑 四 元 区 域 中 的 二 次 型 : 

f= AE:+2Béy+Cy + 2DEC + 2En + Fe +2Gér 
十 2H7r 十 2J5ir 十 天 rr 。 

我 们 可 以 立刻 写 下 一 个 仅 依 赖 于 10 个 系数 A,…，K 的 不 变量 , 即 
行列 式 


Ai23 
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A B DG 

BC Ek HH 
= Le 

DE EE 7 

G H J Kk 


因为 系数 A,…, 天 逆 步 地 变换 为 6，…， 的 二 次 项 ,所 以 很 容易 证 
明 这 个 不 变量 的 权 是 一 2, A = 一 .4A 仅 由 这 个 型 的 系数 形成 的 整 
个 不 变量 系统 ,只 包含 这 个 A, 即 每 一 个 仅 包 含 A,…，K 的 整 有 理 
不 变量 是 A 的 宕 的 倍数 。 

如 果 我 们 现在 把 点 的 坐标 4，7,%,r 加 在 前 面 的 系数 上 ,那么 
最 简单 的 共同 不 变量 或 共 变 式 ( 据 上 述 术语 ) 就 是 型 了 本身 ,因为 系 
数 A,，…，K 的 变换 完全 是 由 系数 不 变性 的 规定 所 决定 的 。 因 此 ， 
每 一 个 给 定 的 型 当然 是 它 本 身 的 共 变 式 。 事 实 上 ,根据 定义 , 它 在 我 
们 的 代 换 作用 下 是 完全 不 变 的 ,因此 是 权 为 0 的 不 变量 或 绝对 不 变 
量 。 此 外 ,如 果 我 们 运用 两 个 点 丘 ，…， 区 和 龟 ，…, ,就 会 出 现 作 
为 新 的 共 变 式 的 所 谓 极 型 

AI 名 十 有 8 思 十 名 太 ) 十 CT 六 十 … 十 天 rim。 

其 权 又 为 0, 即 它 同样 是 绝对 不 变量 。 

最 后 ,如 果 我 们 与 了 同时 考虑 线性 型 即 其 全 体系 数 a, B, 7， 
5, 即 得 以 下 权 为 一 2 的 联 立 不 变 式 , 它 是 通过 所 谓 用 a, B, 7, 8 对 行 
列 式 “ 加 边 ” 而 产生 的 


A B D G a 
BC E H BB 
> EE EF J Ys 
GH J K $6 
a BB YY $6$ 0 


根据 前 述 ,我 们 也 可 以 称 它 为 反 变 式 。 正 如 你 们 所 知道 的 ,这 个 行列 
式 在 解析 几何 中 起 着 重要 的 作用 。 我 们 认识 到 ,形成 不 变量 的 纯 解 
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析 过 程 ,在 这 里 是 根本 性 的 。 

如 果 我 们 有 包含 系数 Ql "0 和 Qs,……, 0 的 两 个 线性 型 风 ? 
风 , 则 通过 同一 行列 式 的 两 重 “ 加 边 ” 得 另 一 个 不 变量 
PPD G al oa 


应 
F J YY », 


yy 
I 
< 


及 
HTH AO 
~ 
So 
OO 
OO 


它 同 样 有 权 一 2。 

以 上 这 几 点 说 明 足 以 使 你 们 大 致 了 解 涉及 面 其 广 的 不 变量 理论 
领域 。 这 里 发 展 的 理论 ,其 涉及 面 之 广 是 非 同一 般 的 ,而 且 运 用 了 许 
许多 多 巧妙 想法 ,特别 是 在 为 建立 一 个 完备 的 不 变量 系统 及 对 给 定 
基本 型 建立 一 个 完备 的 合 冲 系统 的 时 候 。 下 面 让 我 再 作 一 个 一 般 特 
性 的 说 明 。 在 我 们 所 举 的 例子 中 ,我 们 总 是 通过 建立 行列 式 来 得 出 
不 变量 ,这 一 点 是 我 们 把 行列 式 理论 作为 不 变量 理论 基础 的 根据 。 
由 于 这 种 联系 ,山菜 起 先 对 不 变量 用 了 超 行 列 式 的 名 称 。 引 入 “不 变 
量 一 词 的 是 西 尔 维 斯 特 。 行 列 式 的 重要 性 ,是 很 值得 提出 来 的 一 个 
问题 ,因为 在 整个 数学 领域 里 ,应 该 专门 写 一 章 的 是 行列 式 。 凯 菜 有 
一 次 在 谈话 中 对 我 说 ,如 果 要 他 就 整个 数学 作 15 次 讲演 的 话 ,他 就 
要 用 一 讲 来 讨论 行列 式 。 你 们 如 果 愿 意 的 话 , 不 妨 根 据 自 己 的 经 验 
回想 一 下 你 们 对 行列 式 理论 的 价值 是 否 有 这 样 饲 的 估计。 在 我 自己 
讲 的 初等 数学 课 中 ,我 发 觉 自己 为 了 教学 法 上 的 理由 一 直 把 行列 式 
放 在 越 来 越 突出 的 地 位 。 我 这 样 的 经 验 实 在 太 多 了 ,学 生 虽 然 萤 握 
了 对 于 简化 长 长 的 表示 式 非常 有 用 的 公式 , 却 常常 不 能 弄 清和 公式 的 
意义 ,他 们 只 顾 计 算 技 巧 的 熟练 ,不 深入 探究 所 学 的 内 容 , 因 而 也 妨 
碍 他 们 达到 真正 的 掌握 。 从 总 的 方面 来 考虑 ,也 从 所 人 研究 的 不 变量 
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理论 来 说 ,行列 式 当 然 是 必 不 可 少 的 。 
下 面 我 们 转 人 正题 ,借助 于 上 述 考 虑 ,使 几何 学 系统 化 。 


3 20.3 不 变量 理论 在 几何 学 上 的 应 用 


我 们 先 用 变量 £,…, rt 来 表示 一 般 非 齐 次 直角 坐标 :(§, 7) 为 
平面 坐标 , (6，7，z) 为 三 维 空间 坐标 , (上 7, 5“，z) 为 四 维 空间 坐标 ， 
等 等 。 因 而 不 变量 理论 的 线性 齐 次 代 换 


一 a6 十 … 十 中 


二 at 十 ee 二 dT 


表示 带 有 固定 坐标 原点 的 空间 仿 射 变换 的 全 体 。 除 了 可 能 加 一 个 因 
子 外 ,每 一 个 相对 不 变量 本 身 将 是 一 个 不 因 这 些 仿 射 变换 而 变化 的 
几何 量 , 即 在 这 些 变换 所 定义 的 仿 射 几 何 中 有 确定 意义 的 量 。 

例如 ,如 果 在 二 维 情况 下 〈 即 在 平面 上 ) 给 定 了 两 个 点 1 和 2, 则 
如 我 们 所 知 ,基本 不 变量 Als 表 示 有 适当 符号 的 三 角形 (012) 面 积 的 
两 倍 。 事 实 上 已 经 知道 ,一 个 仿 射 变换 只 是 把 三 角形 面积 乘 以 代 换 
的 行列 式 , 这 正 意味 着 Aiz 是 权 为 1 的 一 个 相对 不 变量 。 两 个 面积 的 


商 估 保持 绝对 不 变 ,但 方程 As 二 0 也 如 


此 ,因为 在 这 个 方程 中 乘 以 因子 是 没有 关 
系 的 。 实 际 上 ,这 个 方程 对 于 我 们 所 说 的 
仿 射 变换 具有 绝对 不 变 的 意义 , 即 3 个 点 
0, 1, 2 处 在 同一 直线 上 。 

如 果 我 们 有 几 个 点 1, 2, 3, …( 图 “ a 
20. 2) ,那么 完备 不 变量 系统 就 由 这 些 点 0 


(1) 中 


@ 式 码 为 编辑 所 加 。 
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的 一 切 行列 式 Ax 所 构成 。 因 而 如 果 能 构造 一 个 量 , 它 是 坐标 的 有 理 
整 函 数 ,并 在 一 切 仿 射 变换 (1) 下 是 相对 不 变 的 , 即 在 我 们 讨论 的 仿 
射 几 何 中 总 是 有 它 的 意义 ,那么 它 一 定 能 表示 为 Ax 的 多 项 式 。 对 于 
简单 的 情况 ,例如 ,平面 上 的 每 一 面积 [如 多 角形 (1，2，3，4) 的 面 
积 ] ,可 以 立刻 用 几何 方法 证 实 是 这 种 不 变量 , 而 我 们 在 前 面 给 出 的 
多 边 形 面积 一 般 公式 

(1, 2, 3, 4) 一 Atz 十 Az 十 As 十 Ad， 


实际 上 就 只 不 过 是 一 般 定理 对 于 这 个 特例 的 表示 式 。 
最 后 让 我 们 来 考虑 不 变量 之 间 的 合 冲 。 基 本 的 合 冲 


AlAs 十 Al13Ax 十 AA: 一 0 


表示 着 由 4 个 任意 点 和 原点 构成 的 6 个 三 角形 面积 之 间 的 恒等式 ， 
因而 是 我 们 所 说 的 仿 射 几 何 的 一 般 定 理 。 对 于 每 一 个 合 冲 , 当 然 有 
类 似 结果 。 反 过 来 说 ,我 们 的 仿 射 几何 的 每 一 个 定理 ,只 要 是 仿 射 变 
换 (1) 的 不 变量 之 间 的 关系 ,就 必须 以 一 个 合 冲 来 表示 。 因 此 ,根据 
前 面 关 于 4 点 情况 下 有 一 完整 合 冲 系统 的 论断 ,可 以 说 对 于 4 点 系 
统 成 立 的 仿 射 几何 的 一 切 定理 一 定 可 由 刚才 给 出 的 那个 一 般 定理 导 
出 。 我 们 可 以 用 同样 的 方法 确定 下 述 一 般 论 断 的 正确 性 ,由 于 不 变 
量 理论 提供 了 不 变量 和 合 冲 的 完备 系统 ,因此 由 它 可 著 无 例外 地 系 
统 列举 所 有 可 能 的 量 和 和 定理 。 

这 里 我 要 略 去 这 个 问题 的 细节 不 谈 了 ,我 只 想 提 一 下 ,和 点 相 联 
系 ,还 可 以 考虑 由 型 二 改 十 6r, 了 二 4 十 2G6r 十 Km ,所 决定 的 
几何 流 形 。 这 样 的 型 使 平面 上 的 每 个 点 和 一 个 数 之 间 建 立 了 对 应 关 
系 , 即 决定 着 一 个 标量 场 。 带 着 这 个 观点 ,我 们 就 很 容易 从 几何 上 解 
释 一 个 给 定型 的 不 变量 ,而 且 不 变量 之 间 的 每 个 合 冲 又 将 表示 一 个 
几何 定理 。 

至 此 为 止 ,我 们 所 考虑 的 ,可 称 之 为 n 维 几 何 中 的 不 变量 理论 的 
直观 解释 ,其 中 个 变量 被 认为 是 直角 坐标 。 除 了 这 个 解释 以 外 ,还 
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有 一 个 本 质 上 不 同 的 解释 : 可 以 把 变量 看 做 为 (n 一 1) 维 空间 R，， 
中 的 齐 次 坐标 , 它 的 非 齐 次 坐标 是 z 二 竺 ,…， 其 中 个 坐标 的 公 因 


T 
子 是 非 本 质 的 。 我 们 在 前 面 讨论 过 R,;_; 和 R; 中 坐标 之 间 的 联系 .我 
们 曾 把 R, | 看 做 为 R, 中 的 线性 (n 一 1) 维 流 形 + 二 1, 并 通过 R; 的 
原点 的 射线 来 投射 其 各 个 点 。 因 此 ,R; 1 中 一 个 点 的 所 有 可 能 的 齐 次 
坐标 值 组 的 集合 ,等 于 对 应 于 它 的 R, 中 点 的 坐标 值 的 集合 。 现 在 ， 
R, | 中 齐 次 变量 的 线性 代 换 表示 投影 变换 。 事 实 上 , 形 为 


0 一 45 十 … 十 ar 
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彼此 之 间 只 差 一 个 任意 因子 w 的 所 有 代 换 ,产生 同样 一 个 射影 变换 。 
所 有 这 些 射影 变换 的 群 所 包含 的 ,不 是 天 个 任意 常数 ,而 仅仅 是 
六 一 1 个 任意 常数 ;特别 是 在 R, 和 Rs 中 ,那样 常数 的 数目 分 别 为 8 
和 15。 

不 过 如 果 我 们 想 按 R。, 的 投影 几何 解释 个 变量 $，…,r 的 不 
变量 理论 ,那么 必须 首先 记 住 , 正 因为 我 们 用 的 是 齐 次 坐标 ,所 以 在 
不 变量 理论 中 ,可 能 解释 的 只 是 这 样 的 数量 和 关系 : 其 中 出 现 的 每 
一 个 点 的 坐标 #，…，r 是 零 阶 齐 次 的 ,并 且 其 中 出 现 的 每 个 线性 型 
二 次 型 或 其 他 型 的 系数 组 也 具有 同样 的 性 质 。 

用 具体 的 例子 来 讲 就 清楚 了 。 只 要 讨论 二 元 区 域 (n 一 2) 就 行 
了 。 假 设 有 两 个 变量 5 和 上 ,把 z = 二 看 做 是 直线 上 的 横 坐标 。 如 
果 给 出 一 系列 值 组 各，n) ，( 名 ， 忆 )，… 则 行列 式 


& Ci 
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表示 整个 基本 不 变量 系统 。 在 所 有 关于 不 变量 的 陈述 中 , 哪 一 些 具 


A = (1， k = 1 "**, p) 
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有 射影 几何 上 的 意义 呢 ? 关于 Ais 之 一 具有 某 一 确定 数值 的 陈述 当 
然 没有 投影 几何 上 的 意义 ,因为 如 果 把 &, 5 乘 上 因子 o( 这 不 会 改 
变 点 眉 ,那么 我 们 也 把 Ax 乘 上 e。 但 是 , Ax 等 于 0, 即 关系 Ax = 0， 


却 有 射影 几何 上 的 意义 ,因为 我 们 可 以 写 它 为 天 = 兰 ， 从 而 实际 上 


只 出 现 点 坐标 之 比 , 其 几何 意义 是 点 i 和 点 上 重合 ,这 是 显 而 易 
见 的 。 

现在 为 了 求 得 对 每 个 点 的 坐标 本 身 是 零 次 的 数值 不 变量 ,我 们 
必须 把 两 个 以 上 的 点 组 合 起 来 。 试 验 表 明 我 们 至 少 需要 1，2，3，4 
共 4 个 点 。 此 时 ,型 

Alz。A34 Aa34 
A4。Aa 

的 每 个 商 对 4 对 变量 (6, )，( 色 ,区 )，…，(&&, ) 的 每 一 对 是 零 
维 齐 次 的 。 由 此 可 见 它 的 权 是 0, 也 就 是 说 , 它 是 一 个 绝对 不 变量 。 
于 是 ,这 个 量具 有 投影 几何 的 意义 ,并 表示 着 对 直线 上 一 - 切 投影 变换 
都 是 不 变 的 一 个 数值 。 它 当然 只 不 过 是 有 确定 顺序 的 4 个 点 的 交 
比 。 因 为 按 非 齐 次 坐标 可 以 记 为 下 列 形状 
从 不 变量 理论 的 观点 , 线 上 点 列 的 最 简单 的 不 变量 ,就 是 我 们 求 得 的 
4 个 点 的 交 比 , 它 满足 为 使 不 变量 得 到 投影 几何 意义 所 必要 的 齐 次 
性 条 件 。 

这 里 还 想 谈 一 点 一 般 的 意见 。 多 年 来 我 一 直 在 思考 投影 几何 中 
的 一 个 普遍 倾 回 , 即 从 区 比 出 发 来 解 一 切 表 现 出 不 变性 质 的 量 。 但 
从 我 们 已 经 取得 的 结果 来 看 ,可 以 得 出 这 样 一 个 判断 : 从 这 个 方向 
去 努力 ,只 会 使 我 们 更 难以 深入 理解 射影 几何 的 结构 。 最 好 是 先 找 
一 切 有 理 整 式 ( 相 对 ) 不 变量 ,由 这 些 不 变量 首先 构成 有 理 不 变量 , 特 
别 是 绝对 有 理 不 变量 ,从 中 再 构成 满足 投影 几何 齐 次 性 条 件 的 不 变 
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量 。 这 种 方式 ,就 是 由 简单 到 复杂 的 循序 渐进 的 方式 。 如 果 我 们 把 
一 个 特殊 的 有 理 不 变量 一 一 交 比 放 在 首位 ,企图 完全 由 这 个 不 变量 
去 构成 其 他 不 变量 ,那么 这 个 程序 就 混淆 不 清 了。 

现在 我 们 来 看 从 不 变量 A 之 间 的 合 冲 能 推导 出 哪 一 类 射影 几 
何 的 定理 。 我 们 从 下 列 基 本 合 冲 出 发 


AlizAs4 十 AliA4 十 Au Az 一 0， 


用 左 侧 的 最 后 一 个 被 加 数 除 全 式 9 注意 到 Az3 一 一 As ，A42 一 一 Ai， 


pa 
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这 样 , 根 据 原来 的 定义 我 们 在 左 侧 得 出 点 1, 2，3, 4 的 交 比 。 在 右 
侧 ,我 们 得 出 在 2 和 3 的 顺序 改变 后 以 同样 方式 构成 的 同样 点 的 交 
比 。 如 果 我 们 除 以 其 他 的 项 ,那么 就 得 出 其 他 顺序 的 交 比 。 因 此 ,4 
个 点 的 不 变量 之 间 的 基本 合 冲 之 所 以 获得 它们 的 几何 意义 ,在 于 根 
据 4 个 顺序 而 使 交 比 所 取得 的 6 个 值 之 间 的 已 知 关系 。 
我 在 这 里 不 再 进一步 细 说 直线 的 投影 几何 是 怎样 建立 在 这 个 基 
础 上 的 ,同样 也 不 再 细 说 平面 和 空间 投影 几何 中 三 元 及 四 元 不 变量 
理论 的 解释 是 怎样 推导 出 来 的 。 详 细 资料 可 以 在 已 经 提 到 过 的 区 
蒙 一 费德勒 和 克 菜 布 什 一 林 德 曼 的 书 中 找到 , 那 两 本 书 中 连续 使 用 
的 正 是 对 于 不 变量 理论 所 作出 的 这 种 解释 ,因而 射影 几何 得 到 了 独 
立 完整 的 表述 ,不 仅 是 对 于 可 以 考虑 的 量 (对 应 于 不 变量 ) ,而 且 对 于 
可 以 建立 的 定理 (对 应 于 合 冲 ) ,都 是 如 此 。 不 过 说 实在 的 ,这 个 解释 
对 于 几何 学 家 是 可 以 了 ,对 于 研究 不 变量 的 人 却 不 够 。 对 于 他 们 ,在 
R, 的 仿 射 几何 研究 中 给 出 的 解释 更 有 价值 。 因 为 在 R, 中 ,正如 我 
们 已 经 知道 的 ,只 有 满足 齐 次 性 条 件 的 那些 不 变量 和 合 冲 才 是 有 
用 的 。 
下 一 节 我 想 比 较 详 细 地 讨论 特别 重要 的 一 点 ,以 便 恢复 前 面 被 
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打 断 的 讨论 。 我 想 要 说 明 凯 莱 原 理 是 怎样 在 投影 几何 内 使 用 不 变量 
理论 对 仿 射 几何 和 度量 几何 进行 分 类 的 。 


8 20.4 ” 纪 莱 原理 和 仿 射 几何 及 
度量 几何 的 系统 化 


我 们 在 这 里 所 讨论 的 是 一 般 仿 射 几何 ,不 像 开 始 讨论 关于 不 变 
量 理论 的 完整 解释 时 那样 ,假定 有 一 个 特殊 的 固定 点 一 一 坐标 的 
原点 。 

对 于 三 维 空间 ,我 们 立刻 从 非 齐 次 坐标 z，y, z 开始 ,或 在 可 能 
的 情况 下 ,从 齐 次 坐标 6 7，5，z 开始 。 于 是 ,根据 凯 莱 原理 , 当 我 
们 对 给 定 的 流 形 加 上 无 穷 远 平面 + = 二 0, 或 除 这 个 平面 外 还 加 上 虚 
球面 加 + 二 0, 售 十 驻 十 忒 二 0, 则 可 以 从 射影 几何 分 别 导 出 仿 射 几何 
或 度量 几何 。 

关于 虚 球 面 圆 的 一 个 说 明 可 简化 以 下 的 讨论 。 我 们 在 这 里 已 经 
用 了 两 个 方程 定义 虚 球面 贺 , 即 定义 它 为 无 穷 过 平面 和 通过 原点 的 
一 锥 面 的 相交 线 。 如 果 我 们 把 它 看 做 是 与 之 相 切 的 一 切 平面 的 包 
络 ,那么 就 可 以 用 一 个 平面 坐标 方程 来 确定 它 , 或 实际 上 确定 了 任意 
一 锥 面 。 如 果 像 前 面 一 样 用 a, 868, 7Y, 6 来 记 “ 平 面 坐标 ”, 即 线性 型 
的 系数 ,那么 很 容易 证 明 , 虚 球面 圆 的 方程 是 w 十 太 十 江 = 0, 换 句 话 
说 ,这 个 方程 是 使 平面 af 十 … 十 6r 二 0 切 于 虚 球面 圆 的 条 件 。 

现在 就 不 难 理解 怎样 用 不 变量 理论 相应 地 过 渡 到 仿 射 几何 及 度 
量 几 何 了 。 对 于 给 定 值 组 一 一 描述 所 讨论 的 图 形 的 点 坐标 .线性 型 
及 二 次 型 等 ,我 们 分 别 加 上 确定 的 线性 型 <( 即 系数 组 0，0，0，1)， 
或 用 平面 坐标 写 出 的 二 次 型 十 十 7?。 如 果 我 们 完全 像 前 面 一 样 
处 理 这 样 扩 展 的 型 的 系统 , 即 如 果 我 们 建立 全 部 不 变量 及 不 变量 之 
间 的 合 冲 的 系统 ,并 强调 其 中 满足 齐 次 性 条 件 的 系统 ,那么 对 于 最 初 
给 出 的 元 素 就 分 别 得 出 了 仿 射 几何 及 度量 几何 的 一 切 概念 及 定理 。 
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这 样 ,不 变量 理论 的 研究 结果 ,就 转移 到 仿 射 几何 及 度量 几何 上 。 我 
想 再 次 提请 你 们 注意 这 样 一 个 事实 ,对 有 理 整 式 不 变量 及 合 冲 特 别 
加 以 强调 ,就 可 以 对 几何 形成 一 个 系统 的 观点 ,否则 几何 系统 是 搞 不 
清楚 的 。 

下 面 我 不 发 抽象 议论 了 ,我 想 通过 实例 来 说 明 我 们 怎样 把 仿 射 
几何 和 度量 几何 最 初步 的 基本 量 分 别 同时 表示 为 给 定量 的 系统 及 型 
rt 和 a? 十 8 十 Y2: 系统 的 不 变量 ,以 便 立 即 把 这 些 关系 搞 清楚 。 

首先 我 从 仿 射 几何 中 取 由 4 点 构成 的 四 面 形 的 体积 工作 为 例 
子 。 正 如 你 们 所 知道 的 ,这 可 以 由 下 列 公式 表示 : 


] 6 nh Ci 
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现在 我 们 要 问 : 这 个 式 子 在 何 种 程度 上 肯定 了 不 变量 性 质 ? 首先 我 
们 知道 ,这 个 行列 式 实际 上 是 4 个 点 的 基本 相对 不 变量 ( 见 前 一 节 )。 
其 次 ,在 这 4 个 点 的 分 母 中 ,有 伴随 我 们 图 形 的 线性 型 + 的 值 ,这 些 
值 是 可 以 用 一 个 型 ( 见 前 一 节 ) 来 作出 的 非常 简单 的 (绝对 的 ) 不 变 
量 。 这 当然 是 意味 者 ,在 变换 以 后 ,线性 型 * 所 变换 成 的 型 的 值 要 记 
在 分 母 中 。 或 者 说 ,如 果 一 般 地 与 型 af 十 By 十 76 十 6r 相 联系 ,那么 
这 个 型 在 点 1，… 4 的 4 个 值 的 乘积 要 出 现在 分 母 中 。 因 而 * 本 喘 
也 是 一 个 有 理 不 变量 ,而且 对 4 个 点 的 每 个 点 的 坐标 , 它 确 实 是 零 维 
齐 次 的 。 说 得 确切 一 些 ,对 于 出 现在 分 母 中 的 伴随 线性 型 0，0，0， 
1( 或 可 以 说 是 a, B, 7Y, 9) 的 系数 , 工 的 维 是 一 4。 距 然 这 些 量 的 公 因 
子 是 任意 的 , 则 工 的 绝对 值 在 射影 几何 中 不 可 能 有 意义 。 事 实 上 ， 
除非 像 我 们 使 用 非 齐 次 坐标 时 始终 做 的 那样 ,已 经 选 一 单位 线段 或 
单位 四 面体 ,否则 在 仿 射 几何 中 没有 办 法 把 一 定 的 数值 赋予 四 面体 
的 体积 。 但 从 我 们 现在 总 的 观点 来 说 ,这 就 意味 着 ,除了 “无 限 远 的 
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平面 ”rt 二 0 以 外 ,我 们 的 图 形 上 应 加 上 其 他 元 素 。 举 例 来 说 ,如 果 
我 们 加 上 第 五 个 点 , 取 类 似 于 工 的 两 个 表达 式 的 商 , 那 么 我 们 实际 
上 就 得 出 了 一 个 满足 一 切 齐 次 性 条 件 的 表达 式 。 因 而 这 个 式 子 必 为 
仿 射 几 何 的 一 个 绝对 不 变量 ,单一 的 式 子 工 是 仅 有 的 权 为 1 的 相对 
不 变量 ,正如 前 已 确 知 的 那样 ( 见 “ 分 析 的 定义 及 基本 性 质 ” 一 节 )。 
这 里 我 们 又 要 回顾 本 卷 的 第 一 部 分 ,因为 那 一 主要 部 分 的 意义 
现在 才 显 得 比较 明确 。 我 们 在 仿 射 几何 的 专门 研究 部 分 中 已 认识 
到 ,我 们 在 那 一 部 分 所 推导 出 来 的 格拉 斯 曼 基本 几何 量 , 完 全 属于 仿 
射 几 何 的 范围 。 但 是 提供 这 些 几 何 量 的 格拉 斯 曼 行列 式 原理 , 绝 不 
是 杂乱 无 章 的 手段 。 相 反 , 正 如 我 们 现在 可 以 看 到 的 , 它 是 不 变量 理 
论 在 仿 射 几何 ( 即 射影 几何 与 无 穷 远 平 面 的 结合 ) 中 完全 自然 的 应 
用 。 之 所 以 出 现 一 般 行 列 式 一 一 线段 .面积 .体积 ,可 以 由 刚才 讨论 
过 的 例子 得 到 充分 的 解释 。 还 有 待 说 明 的 是 : 怎样 由 不 变量 理论 导 
致 由 矩阵 的 子 式 所 定义 的 一 般 格拉 斯 曼 元 素 。 这 又 要 用 例子 来 说 
明 。 给 出 平面 上 的 两 点 (和 ， 思 ，m) 及 (名 ,， 六， 己 ) ,我 们 希望 在 仿 射 
几何 流 形 (线段 .直线 ……) 的 不 变量 理论 中 求 出 这 两 点 的 等 价 物 。 
这 与 前 已 获得 的 结果 是 严整 地 一 致 的 ,如 有 果 加 上 第 三 个 “未 确定 ”点 
(65，7，z) ,并 把 基本 不 变量 
§ 7 TT 
/a 
名 /7 
看 做 是 $， 7,r 的 线性 型 的 话 。 这 些 变量 的 3 个 系数 , 即 矩阵 


1 全 Vs . Zl yy 1 
《1 52 六 上 因 2 | 
的 行列 式 因 而 成 为 关于 新 定义 的 流 形 的 特征 的 量 , 实 际 上 正好 导致 


前 已 用 以 定义 线段 1，2 的 矩阵 。 对 于 空间 情况 ,我 们 可 以 用 完全 相 
同 的 方式 ,分 别 加 上 一 个 或 两 个 未 确定 的 4 个 坐标 所 成 的 组 ,由 3 点 


] 
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或 两 点 建立 一 个 相对 不 变量 的 线性 型 或 双 线 性 型 ,它们 的 系数 又 提 
供 一 个 平面 片 或 一 个 空间 线段 的 坐标 ,这 与 旧 的 定义 完全 一 致 。 除 
了 这 些 看 法 以 外 ,我 不 再 详 谈 了 ,这 些 看 法 大 约 已 足以 成 为 进一步 研 
究 的 基础 。 

格拉 斯 曼 原 理 在 不 变量 理论 中 的 地 位 既 已 说 明 , 现 在 必须 提出 
关于 它 的 用 途 问 题 。 在 这 一 方面 ,应 特别 同 前 述 的 分 类 原理 加 以 比 
较 。 那 些 分 类 原理 是 针对 主 群 的 特殊 情况 ,并 向 我 们 列 出 了 一 切 基 
本 的 几何 流 形 。 很 明显 ,可 以 适当 地 把 分 类 原理 引申 到 任意 线性 变 
换 群 的 情况 。 根 据 此 原理 ,在 每 一 种 “几何 ”中 ,一 方面 固然 要 考虑 至 
今 为 此 提供 不 变量 的 给 定 系 列 的 量 ( 坐 标 、 型 系数 等 ) 的 单个 有 理 整 
函数 ,同时 也 要 考虑 那样 的 函数 组 S ,Sc,，…。 如 果 那 样 一 个 消 数 
组 在 有 关 的 群 的 一 切 代 换 下 变换 成 它 本 身 , 即 如 果 变 换 后 的 系列 量 
按 类 似 方式 构成 的 函数 号， 及 ,能 借助 于 一 个 确定 的 和 唯一 的 由 基 
本 转换 函数 得 出 的 系数 ,并 只 用 所 ,SS ，… 线 性 地 表示 出 来 ,那么 我 
们 说 那个 函数 组 定义 了 所 指 的 几何 的 流 形 。 组 成 图 数组 的 每 个 函 
数 , 称 为 流 形 的 分 量 。 决 定 一 个 几何 流 形 性 质 的 特性 ,是 流 形 的 分 量 
在 所 考虑 的 群 的 变换 下 的 特点 。 当 两 个 几何 流 形 的 分 量 构成 两 组 同 
样 数量 的 表示 式 , 其 中 每 一 个 表示 式 在 坐标 改变 下 发 生 同 样 的 线性 
代 换 , 即 按 我 们 前 面 用 的 术语 它们 是 逆 步 的 时 候 ,我 们 说 这 两 个 几何 
流 形 是 同类 的 。 如 果 定 义 一 个 几何 流 形 的 卫 数 组 由 单个 子 数 构成 
的 ,那么 线性 代 换 就 归结 为 乘 以 因数 ,这 个 函数 就 是 一 个 相对 不 
变量 。 

这 些 讨论 比较 抽象 ,我 就 从 三 元 域 的 不 变量 理论 中 取 一 个 简单 
例子 来 把 它 讲 明 白 。 关 于 三 元 域 的 不 变量 理论 ,我 将 在 带 固定 原点 
的 三 维 空间 仿 射 几何 中 加 以 解释 。 如 果 给 定 两 点 (全 , 才 , 二 ) 及 (&， 
访 ， 世 ) ,那么 两 个 三 维 坐 标 齐 次 对 称 出 现 的 最 简单 的 函数 组 ,是 9 个 
双 线 性 项 的 函数 组 : 


5 名 ， 与 力 ， Tt， 四 ，…， Z172o (1) 
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在 线性 变换 下 ,用 我 们 的 习惯 记号 得 


Eléz -its 十 aibi1(&1p 3 m62) 十 "十 ditiTt， 


nz 一 alas&& 二 aibs&1 1p 十 azbI 办 ey (2) 


eh 一 QI 名 名 十 CQ4D4 (名 六 下 mné) 十 … 十 dimzz。 


也 就 是 说 ,这 9 个 量 的 型 正 是 我 们 刚刚 讨论 过 的 那 种 栅 数 组 ,我 们 
将 把 它们 看 做 是 仿 射 几何 中 一 个 流 形 的 决定 元 素 。 这 样 的 流 形 ， 
以 及 任何 根据 方程 (2) 变 换 的 9 个 量 组 成 的 其 他 函数 组 , 称 为 
张 量 。 
观察 方程 (2) 时 ,我 们 注意 到 ,我 们 可 以 从 量 (1) 中 的 9 个 量 中 一 

方面 导出 6 个 简单 的 线性 组 合 ; 男 一 方面 导出 3 个 位 单 的 线性 组 合 ， 
这 些 组 合 在 线性 代 换 下 变换 成 它 的 本 映 。 事 实 上 ,如 果 我 们 把 量 (1) 
排列 成 二 次 组 

&6, /2 67 

L/L 


Tt1&, Z1 六 td 


第 一 个 集 是 对 称 于 对 角 线 的 各 项 之 和 


26162, Gp 二 he Gt 二 T6217, (3) 
为 一 个 集 是 它们 的 差 
和 轧 一 丰 名 ， ST — Tb,, ye (4) 


立刻 可 以 从 方程 (2) 得 出 函数 组 (3) 和 函数 组 (4) 的 代 换 人 公式。 这样， 
我 们 已 为 仿 射 几何 得 出 了 两 个 新 的 流 形 , 其 中 之 一 由 6 个 量 构成 流 
形 (3), 称 为 对 称 张 量 ,而 由 3 个 量 构 成 的 流 形 (4) 是 我 们 已 知 的 平面 
片 。 这 个 名 称 当然 可 以 用 于 任 一 同步 变换 量 的 系统 。 下 面 我 们 直接 
说 明 使 用 “对 称 的 "这 个 形容 词 的 理由 。 

至 于 3 个 变量 (4) 的 几何 意义 ,我 们 知道 ,3 个 量 是 由 坐标 点 
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(和 ,7 om)， (名 思 ,， 记 ) 和 原点 构成 的 三 角形 在 坐标 平面 上 的 射影 
的 两 倍 , 每 一 个 三 角形 周 线 按 恰当 的 方 回 走 过 。 我 们 这 里 所 得 到 的 ， 
正 是 格拉 斯 曼 行列 式 原 理 导 出 的 最 初 几 个 流 形 之 一 。 因 此 ,我 们 可 
以 阐明 下 述 定 理 : 通过 我 们 的 分 类 原理 对 仿 射 几何 流 形 进行 系统 探 
索 , 必然 使 我 们 得 出 格拉 斯 曼 行列 式 原 理 以 及 由 此 原理 决定 的 几何 
流 形 。 当 然 , 这 一 点 我 在 这 里 不 再 细 谈 。 我 只 要 说 明 , 如果 我 们 通过 
凯 莱 原理 ,通过 四 元 不 变量 理论 ,用 类 似 的 方法 对 待 一 般 仿 射 几何 ， 
那么 就 可 以 导出 一 切 流 形 。 

但 是 我 们 这 个 研究 所 获得 的 最 重要 结果 ,是 了 解 到 格拉 斯 曼 行 
列 式 原理 只 是 某 种 特殊 的 东西 , 它 本 身 并 不 产生 仿 射 几何 的 一 切 流 
形 。 我 们 用 张 量 (1) 和 张 量 (3) 所 求 得 的 流 形 , 就 是 完全 新 的 几何 
流 


SS 


由 于 这 些 流 形 对 于 物理 学 的 许多 领域 具有 重大 的 意义 ,如 弹 
性 变形 及 相对 论 , 因 此 我 要 简短 地 加 以 讨论 。 自 先 我 要 就 这 些 量 
的 名 称 讲 点 意见 ,这 些 意见 应 有 助 于 读者 弄 清关 于 张 量 计算 的 新 
文献 。 

我 在 本 书 第 一 卷 中 讨论 哈密 顿 四 元 数 计算 的 时 候 用 了 “ 张 量 ” 这 
个 词 ,但 意义 与 现在 所 用 的 张 量 不 同 。 如 果 g = a 十 bi 十 cj 十 dk 是 
一 个 四 元 数 ,我 们 称 表示 式 T 一 V 叶 十 苦 十 守 十 是 四 元 数 的 张 
量 。 哈 密 顿 引进 这 个 名 称 是 有 道理 的 ,因为 可 以 把 乘 以 四 元 数 用 几 
何方 式 解释 为 从 固定 的 原点 旋转 和 伸展 ,这 一 点 我 们 在 第 一 部 分 已 
作 了 充分 的 解释 。 伸 展 的 度量 原来 正好 是 我 们 称 为 张 量 的 平方 根 
T。W， 伏 格 特 (W. Voigt) 在 他 的 晶体 物理 著作 中 所 用 的 张 量 一 
词 ,就 同 这 个 用 法 有 密切 关系 。 伏 格 特 用 张 量 这 个 词 来 记 对 应 于 事 
件 的 有 和 定 回 的 量 , 如 杆 的 纵 回 伸展 和 压缩 , 杆 妆 的 推拉 力 施 加 于 杆 轴 


DD 例 如， 请 看: (a) “Der gegenwirtige Stand unserer Kenninisse der 
Kristallelastizitit”; (b) “Uber die Parameter der Kristallphysik und iber gerichtete 
Grossen hoherer Ordnung”。 两 篇 专 论 都 刊登 在 Gottinger Nachrichten ,1900 年 。 
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方向 ,但 方向 相反 。 我 们 可 以 用 一 个 线 


拉 
~- 段 图 来 表示 这 样 一 个 张 量 ,线段 顶端 带 
、 往 伸 压 省 有 两 个 方向 相反 的 箭头 (图 20. 3)。 
本 我 们 可 以 把 这 样 指定 的 一 个 张 量 


的 方向 特征 记 为 “双向 的 ”, 而 与 之 相对 
比 , 把 矢量 记 作 “ 单 向 的 "。 这 种 张 量 常 作为 三 重 张 量 出 现在 物理 中 ， 
即 3 个 张 量 互 成 直角 (图 20. 4)。 前 面 我 们 曾 提 到 纯 应 变 ( 纯 仿 射 
变换 ) ,把 它 当 作 空 间 在 具有 固定 原点 的 3 个 互相 正 交 方向 的 均匀 
伸展 。 现 在 我 们 可 以 说 ,一 个 纯 应 变 用 
一 个 三 重 张 量 来 做 几何 表示 ,以 代替 以 
前 的 说 法 。 如 果 我 们 把 空间 的 那 种 沿 3 
个 方向 伸展 的 概念 看 做 是 单个 的 几何 
量 , 略 去 三重" 一 词 , 称 这 个 量 是 张 量 ， 
那么 这 个 “ 张 量 ” 就 是 通常 意义 上 的 张 
量 。 这 个 意义 上 的 张 量 的 概念 , 正 是 我 
们 前 面 所 称 的 “对 称 张 量 ”。 图 20. 4 
实际 上 ,具有 固定 原点 的 纯 应 变 由 下 述 代 换 给 出 : 


全 Cl 并 十 Qi2y 十 cisZy 
7 一 012 工 十 Qzz2y 十 Qz3zZ (a = Qi )， (5) 


zz 一 CQ13Z 工 十 Cs3y 十 Ca3Z， 


我 们 把 3 个 数 的 组 (x，y, z) 和 (é$, 7，z) 解 释 为 同一 个 直角 坐标 系 中 
的 点 的 坐标 。 变 换 的 系数 矩阵 对 于 主 对 角 线 是 对 称 的 。 如 果 我 们 现 
在 转 到 具有 同样 原点 的 一 个 新 的 直角 坐标 系 ,那么 正如 简单 计算 所 
表明 的 ,我 们 对 所 说 的 应 变 得 出 下 列 新 的 表示 式 

和 一 az 十 aizy 十 aasz ， 

| 一 atX Tay 十 aaaz (ai 一 Qu)， (6) 


下 fj Ed Ed Ed Ed / 
tT 一 QI3Z 十 GQ23y 十 433Z 。 
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根据 同样 公式 得 出 zx，y，z 和 zx ',，y ,x 之 间 的 关系 就 是 4,，7, + 和 
上 7, zx 之 间 的 关系 。 对 于 al az2，…，ass 这 6 个 系数 ,我 们 发 现 
(1) 它们 线性 地 依赖 于 且 仅 依赖 于 这 6 个 系数 al，az，…， 
as * 即 它们 定义 一 几何 流 形 。 
(2) 它们 和 我 们 在 前 面 指定 作为 对 称 张 量 的 分 量 的 ,关于 坐标 
是 双 线 性 的 表达 式 (3) 的 变换 完全 一 样 地 变换 。 用 “对 称 ” 这 个 形容 
词 的 根据 是 变换 公式 (05) 和 (6) 中 的 系数 矩阵 的 形式 。 
现在 让 我 们 转 到 一 般 仿 射 变换 上 
Se Cl11 工 十 CQl2y 十 Gal3Z， 
| aa1 并 十 azzy 十 azsZ， (7) 


xz 一 4Q31 工 十 aaszy 十 Q33Z， 


其 中 原点 是 固定 的 。 然 后 , 按 刚才 讲 的 相应 方法 展开 , 即 在 正 交 变换 
几何 中 ,9 个 系数 CLII1，C129，C13，”””， as 完全 与 坐标 乘积 (1) 一 样 变 
换 。 因 此 它们 构成 同类 的 量 的 分 量 。 根 据 我 们 的 术语 ， 张 量 ” 一 词 
并 不 专门 限于 纯 应 变 , 所 以 上 面 那 段 话 等 于 是 说 ,一 般 仿 射 变换 的 系 
数 和 矩阵 是 一 个 张 量 。 
数学 文献 中 存在 着 大 量 表示 这 个 概念 的 其 他 名 称 。 某 些 最 通用 
的 名 称 如 下 : 
(1) 仿 射 问 量 ( 因 同 仿 射 变换 有 关 )。 
(2) 线性 天 量 函 数 ( 因 为 线性 代 换 (7) 可 以 这 样 解释 : 对 于 从 原 
氮 开 始 的 天 量 x，y, z, 男 一 个 类 似 的 矢量 ,7, rt 可 以 通过 代 换 (7) 
与 之 相对 应 ) 。 
(3) 并 回 量 和 双 积 。 但 是 第 一 个 术语 最 初 用 于 特殊 的 情况 , 以 
后 再 解释 。 
平面 片 (4) 的 分 量 也 可 以 看 做 为 一 个 变换 的 系数 , 即 
上 一 1。 工 一 cy 十 D。z， 
1 一 Ce 十 1 yy 一 C。，z， (8) 
t=—b*Zz+a* yl 
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类 型 的 变换 。 确 实 不 难说 明 , 这 个 代 换 的 系数 在 直角 坐标 变换 下 的 
性 质 和 双 线 性 表示 (4) 式 一 样 。 由 于 变换 (8) 中 的 系数 矩阵 的 结构 如 
此 (对 于 主 对 角 线 ,在 改变 符号 后 是 对 称 的 ) ,因此 由 它 决定 的 量 也 称 
为 反对 称 张 量 ， 

从 几何 上 来 说 ,(7) 式 可 以 解释 为 通常 的 均匀 形变 , (6) 式 可 以 
解释 为 纯 形变 (无 旋转 ),(8) 式 可 以 解释 为 无 穷 小 旋转 。 因 此 一 个 
均匀 无 穷 小 形变 之 分 解 为 一 个 纯 形 变 及 一 个 旋转 ,在 直观 上 对 应 
于 我 们 从 坐标 乘积 (1) 导 出 对 称 张 量 (3) 及 反对 称 张 量 (4) 的 形式 
步骤 。 

到 目前 为 止 , 坐 标 系 的 改变 仅 限 于 正 交 变换 。 从 直角 坐标 过 湾 
到 斜 角 坐 标的 情况 ,或 (6，7,， 和 (Cz，y，z) 两 者 一 开始 就 作为 斜 角 
平行 坐标 引入 的 情况 ,确实 有 竺 于 补充 。 我 们 下 面 继续 把 坐标 的 原 
点 看 做 为 固定 的 。 作 出 这 个 改变 后 ,就 从 主 群 几何 过 渡 到 仿 射 群 几 
何 。 当 我 们 从 仿 射 群 几何 来 看 代 换 系数 在 坐标 变换 下 的 情况 时 ,发 
现代 换 系 数 尽管 也 表示 着 一 个 几何 量 的 分 量 , 但 它们 不 像 坐标 乘积 
(1) 一 样 变换 ,而 是 与 之 道 步 变换 。 相 应 地 ,(6) 式 和 (8) 式 中 系数 的 
情况 也 如 此 。 可 以 证 明 ,对 于 平行 坐标 系 的 同一 个 张 量 (例如 ,同一 
个 均匀 形变 ) ,可 以 用 与 量 (1) 同 类 的 分 量 给 出 ,也 可 以 用 (7) 式 中 的 
系数 那样 的 分 量 给 出 ,前 者 称 为 张 量 的 同步 分 量 , 后 者 称 为 张 量 的 逆 
步 分 量 。 同 步 和 逆 步 两 个 术语 ,常用 “ 共 变 ”和 “ 逆 变 ”来 代替 。 有 时， 
后 两 个 说 法 在 意义 上 是 互 换 的 。 两 类 分 量 的 区 别 ,与 点 坐标 和 平面 
坐标 之 间 的 区 别 相 同 。 

“ 张 量 ” 一 词 的 另 一 个 意义 ,以 及 比 我 们 所 取 的 意义 更 一 般 得 多 
的 意义 ,研究 了 齐 次 型 在 坐标 改变 下 的 情况 后 就 会 明白 。 前 面 ,我 们 
曾 把 这 个 研究 转 人 到 二 次 型 


ae 十 2a12§7 十 … 十 aas 


的 情况 。 当 然 用 的 记号 有 点 不 同 。 我 们 发 现 二 次 型 的 系数 aa， 
2012 ，…"， ai 与 点 坐标 的 项 成 线性 、 齐 次 . 逆 步 地 变 为 8 57， “9 
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一 。 但 很 容易 看 出 ,后 者 与 (3) 式 成 同步 变换 。 我 们 可 以 把 这 个 结 
采 叙 述 如 下 : 二 次 型 的 系数 CQ11，2ZQ12，…， a33 是 一 个 对 称 张 量 的 
逆 步 分 量 , 项 名 ，67,，… ,是 对 称 张 量 的 同步 分 量 。 相 应 的 结果 
对 双 线 性 型 也 成 立 。 关 于 双 线 性 型 , 吉 布 斯 认为 , 当 可 记 作 两 个 线 
性 型 的 乘积 时 ,我 们 可 以 说 它 构 成 一 个 并 向 量 。 最 后 ,如 果 我 们 有 
一 个 点 坐标 的 齐 次 ” 重 线性 型 ,我 们 只 消 稍微 计算 一 下 就 可 以 证 
明 ,它们 的 系数 在 坐标 变换 下 同样 地 作 线 性 齐 次 变换 ,而 且 与 点 坐 
标 项 是 逆 步 的 。 

上 面 所 谈 的 张 量 概念 的 一 般 化 ,在 于 称 每 一 个 这 样 的 量 为 张 
量 ,并 不 像 我 们 以 前 那样 ,仅仅 结合 双 线 性 型 来 用 这 个 名 称 。 爱 因 
斯 坦 (Einstein) 及 其 追随 者 就 是 在 这 个 一 般 形 式 上 用 这 个 名 称 的 。 
在 旧 一 点 的 术语 中 ,习惯 上 时 常 说 线性 型 二 次 型 . 双 线 性 型 三线 
性 型 .三 次 型 等 。 

除了 这 些 术语 不 同 外 ,在 实践 中 还 出 现 一 种 趋势 ,用 单一 的 字母 
来 记 张 量 的 分 量 组 ,并 通过 字母 符号 的 组 合 来 表示 张 量 的 运算 。 这 
一 切 符号 本 身 实质 上 是 非常 简单 的 ,如 果 读 者 党 得 困难 ,只 是 因为 不 
同 的 作者 用 不 同 的 符号 。 这 里 所 发 生 令 人 遗憾 的 情况 与 我 们 讨论 矢 
量 分 析 时 提 到 的 一 样 ,但 是 这 里 的 情况 严重 得 多 ,看 来 不 免 有 搞 混 的 
情况 。 因 为 全 部 现代 文献 中 充斥 着 这 种 混乱 的 符号 ,所 以 我 们 不 能 
不 讲 一 讲 。 

现在 让 我 们 转 过 来 谈 度量 几何 ,以 便 从 中 选 几 个 有 特征 的 例 
子 。 我 要 说 明 从 不 变量 理论 的 系统 讨论 中 导出 两 个 重要 的 基本 概 


全 两 点 一 笃 ，… 和 思 一 各，… 之 问 的 距离, 以 及 “两 个 平 


[| 
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它们 分 别 是 参数 的 代数 函数 和 超越 函数 。 如 果 我 们 证 明 构 成 它们 的 
有 理 整 式 部 分 本 身 是 在 旧 的 意义 下 的 不 变量 , 则 可 以 分 别称 它们 为 
“代数 ”不 变量 和 “超越 ”不 变量 。 

我 们 从 角 地 出 发 ， 因 该 量 的 不 变量 式 子 由 1， 所 ， 力 ，0 和 CQ2， 
诺 ，7Y:;，0; 的 两 个 线性 型 和 平面 坐标 的 二 次 型 

吧 十 8 十 大 十 0 8 
组 成 ,后 者 代表 了 虚 球面 圆 。 我 们 当然 能 像 前 面 用 点 坐标 的 形式 构 
成 不 变量 那样 ,通过 交换 点 与 平面 坐标 ( “对偶 化 ” ,以 这 个 平面 坐标 
的 二 次 型 构造 不 变量 ,特别 是 对 于 两 个 给 定 但 的 组 的 二 次 型 的 值 
m 十 Bi 十 XI 二 00 与 十 Bz 十 72 十 0 :5 
和 这 两 个 值 组 构成 的 极 型 的 值 
aaz + BB YY 0 .O00 


都 是 不 变量 。cosw 正 是 用 这 些 式 子 构成 的 。 进 而 ,cos w 是 两 个 值 
组 al,，…, 0 和 as,…, 0 的 零 次 齐 次 式 , 像 所 给 的 二 次 型 的 系数 
1，1，1，0 一 样 。 所 以 这 个 表达 式 在 度量 几何 学 中 有 一 个 独立 的 意 
义 。 事 实 上 ,在 度量 几何 学 中 ,存在 着 与 单位 选择 无 关 的 绝对 的 角度 
测量 。 这 说 明 ,我 们 的 表达 式 是 一 个 绝对 不 变量 。 

其 次 ,关于 距离 ~。 我 们 回忆 起 ,我们 曾 用 一 个 或 两 个 平面 的 坐 
标 对 点 坐标 的 二 次 型 的 行列 式 “ 加 边 ” 而 构成 一 个 点 坐标 二 次 型 的 不 
变量 。 如 果 我 们 完全 用 对 偶 方法 ,对 二 次 型 十 户 十 XY 十 0，0” 的 行 
列 式 


OO OO OO 二 
OO OO ~ OO 
OP OO OO 
OO OO OO OO 
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用 给 出 的 点 的 坐标 5，…，r 和 名 ,tt 加 边 一 次 和 二 次 , 则 同样 
可 以 得 到 由 平面 坐标 和 两 个 点 的 坐标 的 二 次 型 组 成 的 不 变量 ,从 这 
样 得 到 的 行列 式 , 我 们 作出 商 


1 :0 ‘0 0 夺 
0 1 0 0 7n 7% 
0 0 1 0 6 & 
0 0 0 0 nn 已 


如 果 展 开 这 些 行列 式 , 则 不 难 证 明 , 这 个 商 正 是 上 面 给 出 的 7 的 
值 ,因而 是 不 变量 。 和 前 面 考虑 过 的 仿 射 几 何 中 的 基本 不 变量 一 样 ， 
这 个 商 是 齐 次 的 ,对 两 点 的 坐标 而 言 是 零 次 齐 次 ,但 对 给 出 的 二 次 型 
的 系数 而 言 是 一 4 次 齐 次 的 。 而 且 它 不 是 绝对 不 变量 , 因为 每 个 行 
列 式 的 权 为 2, 故 商 的 权 为 2 一 4 二 一 2。 这 里 有 与 前 一 节 结 尾 所 考虑 
的 作法 相对 称 的 方法 ,并 与 我 们 由 此 得 出 的 结论 一 样 。 于 是 ,数值 7 
在 度量 几何 中 没有 直接 的 意义 。 事 实 上 ,只 有 在 假设 了 一 个 任意 单 
位 长 线段 ,即将 这 样 的 线段 和 基本 的 二 次 型 一 起 加 入 到 结构 中 之 后 ， 
才能 测量 两 点 间 的 距离 。 只 有 构造 出 这 里 所 考虑 的 类 型 的 各 表达 式 
的 商 ,才能 得 到 度量 几何 中 的 绝对 不 变量 。 这 些 例子 至 少 能 向 你 们 
说 明 系统 引入 整 有 理 不 变量 而 使 仿 射 与 度量 几何 得 到 系统 发 展 的 概 
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况 。 我 希望 你 们 通过 阅读 扩大 你 们 从 上 述 教科 书 里 得 到 的 知识 中 。 

我 稍微 再 讲 一 个 所 谓 三 角形 几何 学 的 简单 例子 ,这 个 例子 在 克 
莱 布什 一 林 德 曼 的 新 版 讲义 中 作 了 详细 的 讲解 2。 随 着 时 间 的 推 
移 ,特别 是 由 于 中 学 教师 的 工作 ,在 三 角形 几何 学 方面 已 经 形成 了 广 
大 的 封 财 的 领域 。 这 些 中 学 教师 竭力 研究 了 许多 不 平常 的 点 、 线 、 
圆 ,而 这 些 都 可 以 结合 三 角形 ,如 重心 高度. 角 的 平分 .内 接 . 外 切 、 
费 尔 巴 哈 (Feuerbach) 圆 等 等 来 确定 。 长 期 以 来 人 们 一 直 在 努力 ,而 
且 至 今 仍 在 努力 发 现 的 无 数 关 系 , 轻 而 易 举 地 归 人 了 我 们 的 完整 系 
统 。 设 给 出 了 3 个 点 


(6 ， 力 ，z1)， (&， 六 ，z2z ) ， (63 ， nn， z3 )， 


作为 一 个 三 角形 的 项 点。 因为 我 们 关心 的 是 度量 关系 ,我 们 加 入 两 
个 虚 圆 点 , 它 的 线 方程 是 & 十 R== 0。 我 们 可 以 简单 地 把 它们 的 点 坐 
标 (1, i, 0) 和 (1, 一 i, 0) 加 进去 (图 
20. 5)。 于 是 ,整个 三 角形 几何 学 只 不 
。3 过 是 这 5 个 点 , 即 5 个 任意 点 的 投影 
不 变量 理论 (其 中 两 个 点 ,我 们 用 特殊 


| x(1,1,0) 


“2 zx(1,—i,0) 
ee 的 术语 表明 )。 这 个 说 明 对 三 角形 几 
何 学 的 系统 结构 特征 作出 了 清晰 的 分 
析 ,否则 是 看 不 清 的 。 


几何 的 系统 发 展 的 讨论 ,就 到 这 里 为 止 。 上 述 严整 的 分 类 当然 
会 使 美感 得 到 满足 。 不 但 如 此 ,这 个 系统 的 处 理 本 身 可 使 我 们 对 几 
何 学 产生 更 深 的 理解 ,所 以 每 一 个 数学 家 和 未 来 的 教师 都 应 该 对 它 
有 所 了 解 。 基 于 这 个 理由 ,我 党 得 不 得 不 把 它 包 括 在 本 课程 内 。 尽 


QD 结合 上 述 内 容 , 应 特别 注意 H 。 伯 克 哈 特 在 (数学 年 刊 ) 第 43 卷 (1893 年 ) 里 的 广 
章 :“Uber Funktionen von Vectorgrossen, welche selbst wieder Vectorgrossen sind. Eine 
Anwendung invariantentheoretischer Methoden auf eine Frage der mathematischen 
Physik”。 

@ 该 讲义 第 321 页 。 首 先 ,我 要 提 到 《百科 全 书 江 轩 AB10) 里 的 那 篇 文章 。 
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管 你 们 会 在 文献 中 经 常 找到 这 个 观点 ,但 也 许 不 一 定 像 这 里 所 作 的 
介绍 那样 系统 。 当 然 ,把 我 们 教条 地 束缚 在 这 个 系统 处 理 土 ,总 是 从 
这 个 角度 去 讨论 几何 学 ,是 完全 不 正确 的 。 这 样 ,很 快 就 会 变 得 乞 
味 ,失去 一 切 吸 引力 。 不 管 怎么 说 ,会 阻碍 探索 思想 的 发 展 ,而 探索 
思想 始终 是 不 受 哪 一 种 系统 的 束缚 。 

到 此 为 止 ,我 们 所 讨论 的 ,在 某 种 意义 上 是 几何 这 座 大 厦 的 建筑 
设计 。 现 在 ,我 们 的 注意 力 将 转 到 同样 重要 的 一 个 问题 , 即 几何 的 基 
础 问题 。 


第 一 十 一 章 
几何 学 基础 


我 们 现在 进入 的 是 一 个 非常 广阔 的 领域 ,这 一 章 的 观点 取 自 
F。 央 里 克 斯 刊 于 《百科 全 书 六 LA. B. 1) 的 文章 ;“Prinzipien der 
Geometrie” 。 

几何 学 基础 的 研究 ,往往 非常 接近 认识 论 和 心理 学 范围 ,因为 认 
识 论 和 心理 学 也 要 研究 空间 概念 的 起 源 及 用 数学 方法 来 处 理 空 间 关 
系 的 合理 性 。 当 然 ,我 们 只 能 非常 表面 地 触及 这 些 问 题 , 主 要 是 处 理 
涉及 数学 的 一 个 侧面 ,并 假定 空间 概念 是 想当然 的 事 。 至 于 个 人 的 
空间 概念 是 怎样 发 展 起 来 的 ,是 怎样 发 展 到 我 们 数学 家 那样 习 以 为 
党 的 精确 形式 的 ,这 个 问题 在 教育 学 上 固然 重要 ,但 我 们 也 必须 略 去 
不 谈 。 

这 样 一 限制 ,我 们 的 问题 就 是 : 怎样 在 最 简单 的 基础 上 ,通过 逻辑 
运算 建立 起 整个 几何 学 结构 。 纯 粹 人 逻辑 当然 不 能 提供 基础 。 只 有 在 
问题 的 第 一 部 分 被 解决 后 , 即 在 有 了 由 某 些 简单 的 基本 概念 与 某 些 简 
单 的 陈述 (所 请 公理 ) 组 成 的 ,符合 我 们 最 普通 的 直觉 的 系统 之 后 , 才 
可 能 用 上 逻辑 推论 。 当 然 , 这 些 公 理 可 以 根据 著 法 的 不 同 而 被 分 为 相 
互 独立 的 各 个 部 分 ,我 们 有 很 大 的 选择 自由 。 这 个 公理 系统 所 必须 满 
足 的 一 个 条 件 是 问题 的 第 二 部 分 所 施加 的 : 必须 能 从 这 些 基本 概念 与 
公理 出 发 ,不 求助 于 任何 直觉 ,逻辑 地 推导 出 几何 的 全 部 内 容 。 

本 书 全 书 结构 就 表明 了 这 个 问题 的 特定 处 理 方法 。 原 则 上 ,我 
们 始终 利用 分 析 的 帮助 ,特别 是 利用 解析 几何 方法 的 帮助 。 因 此 ,这 
里 也 以 一 定 的 分 析 知 识 为 前 提 。 我 们 将 问 : 怎样 才能 以 最 简捷 的 方 
法 从 一 个 给 定 的 公理 系统 求 出 解析 几何 的 定理 ? 遗憾 的 是 ,由 于 几 
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何 学 家 常常 不 愿 使 用 分 析 , 希 望 尽 可 能 不 用 数字 ,因此 很 少 使 用 这 种 
简单 的 推导 方法 。 

总 之 这 里 的 研究 一 般 地 说 可 以 用 不 同 的 方法 来 进行 ,取决 于 我 
们 决定 采用 何 种 基本 概念 与 公理 。 比 较 方 便 而 且 也 是 常用 的 方法 ， 
是 从 射影 几何 的 基本 概念 , 即 从 我 们 已 经 强调 过 的 点 .直线 与 平面 出 
发 。 这 些 东西 是 什么 ? 我们 不 想 给 出 定义 一 一 我 们 一 开始 就 必须 知 
道 这 一 点 。 我 们 只 要 对 许多 特征 和 相互 关系 作出 陈述 ,以 便 由 此 按 
上 面 指定 的 意义 推出 几何 学 的 全 部 内 容 。 为 此 而 需 用 到 的 公理 现 不 
完全 列举 ,因为 这 样 会 使 我 们 扯 得 太 远 。 我 只 概括 若干 公理 的 内 容 ， 
足以 使 你 们 获得 一 个 清楚 的 概念 。 

首先 是 在 投影 几何 中 已 说 过 的 连接 公理 。 开 头 不 像 投影 几何 里 
所 要 求 的 那样 , 毫 无 例外 地 要 求 平面 上 的 两 条 直线 必 有 交点 或 两 平 
面 必 有 交 线 。 相 反 ,为 了 适应 于 度量 几何 与 仿 射 几何 的 关系 ,我 们 将 
限于 下 述 公 理 : 平面 上 两 直线 有 一 个 公共 点 或 没有 公共 点 ;两 平面 
有 一 条 公共 线 或 没有 公共 线 。 然 后 再 添加 “不 正常 ”的 点 、 线 与 平面 ， 
从 而 导出 射影 几何 的 整个 系统 。 

其 次 是 顺序 公理 ,说 明 平面 与 直线 上 不 同 
点 的 相互 位 置 。 例 如 直线 上 3 个 点 a, 6,c 必 
有 一 点 例如 2 处 在 其 他 两 点 a 与 c 之 间 , 等 等 。 
这 也 叫做 “ 介 于 性 公理 ”( 图 21. 1)， b 

最 后 是 关于 连续 性 问题 。 暂 时 我 只 能 强调 
直线 上 没有 空 阶 。 如 果 我 们 用 任何 方法 将 点 a 
与 点 之 间 的 线段 分 割 成 1 与 2 两 部 分 ( 设 a 图 21.1 
在 6b 的 左 端 ) ,使 得 部 分 1 的 所 有 点 在 部 分 2 的 所 有 点 的 左 侧 , 则 存 
在 一 分 割 点 c, 使 1 的 点 位 于 a 与 c 之 间 ,2 的 点 位 于 c 与 6 之 间 。 这 
显然 对 应 于 用 戴 德 金 分 割 引 和 无理 数 的 情况 @。 


a 


@” 见 第 一 卷 第 二 章 第 三 节 。 


。194 。 高 观点 下 的 初等 数学 


从 这 些 公 理 出 发 ,就 能 通过 人 逻辑 推导 得 出 空间 投影 几何 的 全 部 
内 容 。 特 别 是 能 立 邑 引入 坐标 ,并 用 解析 方法 处 理 投 影 几何 。 

过 渡 到 度量 几何 上 来 , 则 必须 考虑 在 投影 几何 中 还 有 oo” 共 线 
群 或 空间 投影 变换 的 概念 。 我 们 知道 如 何 把 空间 7 个 参数 的 运动 主 
群 描述 为 一 个 上 述 群 的 子 群 。 它 的 不 变量 理论 组 成 了 度量 几何 学 的 
基础 。 这 个 群 由 共 线 变换 组 成 ,并 使 某 个 平面 即 无 穷 远 平面 和 该 平 
面 上 的 一 条 二 次 曲线 即 虚 球 面 圆 ( 或 表示 它 的 绝对 极 系 统 ) 保 持 不 
变 。 但 是 ,如 果 我 们 希望 正确 地 得 到 初等 几何 定理 , 则 必须 向 前 多 跨 
一 步 。 我 们 必须 从 主 群 中 分 离 出 6 个 参数 的 真 运动 子 群 (平移 与 旋 
转 ) ,它们 与 相似 变换 不 同 ,保持 两 点 间距 离 完 全 不 变 。 用 这 种 方法 ， 
我 们 将 得 到 全 等 度量 几何 作为 我 们 的 不 变量 理论 。 例 如 : 提出 这 样 
一 个 要 求 ; 一 个 运动 的 “路 径 曲 线 ” 就 它 只 保持 一 个 点 固定 而 论 是 闭 
合 的 ,就 可 以 从 主 群 中 导出 运动 来 。 

这 种 建立 几何 学 的 构思 或 许 从 理论 上 来 说 是 最 简单 的 ,因为 它 
首先 对 投影 几何 只 用 到 线性 流 形 的 运算 ,为 了 建立 度量 几何 才 不 得 
不 加 上 二 次 流 形 、. 虚 球面 较 。 然 而 要 实现 这 个 构思 ,又 是 十 分 抽象 和 
麻烦 的 事情 ,也 许 只 有 在 专门 讲 投影 几何 的 课程 中 才 适 宜 于 这 样 做 。 
在 这 个 一 般 的 说 明之 后 ,就 要 请 你 们 参考 文献 中 最 易 读 的 表述 , 即 
H。 弗 菜 谢 尔 所 译 下 。 恩 里 克 斯 的 一 本 名 为 Vorlesungen iiber 
projective Geometrie 的 书 几 。 

为 了 方便 教学 ,对 于 马上 就 要 讲 到 的 这 个 几何 课程 ,我 宁愿 采取 
另 一 种 讲法 。 而 且 为 了 简单 起 见 , 我 将 以 平面 几何 为 限 。 


5 21.1 侧 蛙 运动 的 平面 几何 体系 
我 们 把 点 和 直线 作为 基本 概念 , 且 对 它们 假设 有 连接 、 顺 序 和 连 


9 莱比锡 , 1903 年 ( 德 文 版 第 二 版 出 版 于 1915 年 )。 产 书 书 名 为 Lezioni di 
geometrie proieltiva ,意大利 波 洛 尼 亚 ,1898 年 ;第 三 版 ,1909 年 。 
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续 性 公理 。 这 里 连接 性 公理 仍然 只 包含 这 样 的 直观 事实 : 过 两 点 总 
可 以 连 一 条 且 只 有 一 条 直线 ,而 两 条 直线 则 或 只 有 一 个 交点 或 没有 交 
点 。 关 于 在 一 条 直线 上 的 点 的 顺序 ,我 保留 前 面 已 指明 的 条 件 。 在 研 
究 的 过 程 中 ,将 会 考虑 对 附加 的 顺序 和 连续 性 公理 做 仔细 的 阐述 。 

在 这 个 基础 上 ,我 们 将 避免 拐弯 抹 角 地 使 用 射影 性 ,并 立即 引出 
平面 上 的 运动 群 20; ,并 通过 它 而 得 出 平面 解析 几何 的 系统 。 首 先 我 
们 必须 在 一 系列 公理 之 内 抽象 地 用 公式 表示 将 要 使 用 的 ,关于 我 们 
的 点 线 系统 的 这 些 运动 的 性 质 。 当 然 ,会 以 刚体 作 比 拟 , 用 以 此 得 来 
的 生动 的 运动 概念 作 指导 。 于 是 ,一 个 运动 首先 必须 是 空间 的 点 的 
单 值 可 逆 变 换 。 特 别 是 , 它 必须 使 每 个 点 与 有 限 空间 中 的 一 个 点 是 
同等 的 。 而 且 , 它 必须 无 例外 地 把 一 条 直线 变换 成 一 条 直线 。 一 般 
来 说 ,对 这 类 变换 , 仍 用 “ 共 线 性 ”一 词 是 方便 的 。 当 然 ,我 们 还 不 知 
道 是 否 有 这 种 共 线性 变换 ,因为 现在 我 们 不 像 以 前 那样 掌握 着 投影 
几何 。 因 此 ,必须 通过 一 个 新 公理 ,至 少 对 这 些 特别 的 共 线性 的 存在 
作 专 门 的 假设 。 于 是 ,我 们 假设 存在 一 个 我 们 称 为 运动 群 的 共 线 性 
变换 群 co? ,我 们 将 把 它 的 不 变量 理论 作为 平面 几何 学 来 看 。 我 们 必 
须 较 准确 地 解释 这 里 的 “无 穷 的 三 次 
方 "表示 什么 。 给 定 任 两 点 A，A, 分 


别 用 它们 画 出 射线 a 与 a (图 21. 2)， Bl 
于 是 存在 且 仅 存在 一 个 把 点 A 移 到 / a 
点 A 上 把 射线 a 移 到 射线 a 的 运动 。 4 


能 借助 运动 把 它们 相互 转移 的 图 形 ， ee 
称 之 为 全 等 。 

但 我 们 不 会 使 用 这 个 运动 群 的 全 体 ,而 只 利用 其 中 特殊 的 一 类 ， 
我 们 将 对 此 作 某 些 专 门 的 公设 。 事 实 上 ,正好 只 有 一 个 运动 把 点 A 
移 到 一 个 任意 给 定 的 点 A' 生 将 从 A 到 A’ 的 直线 (连同 这 个 方向 ) 变 
成 自己 。 我 们 称 这 样 的 运动 为 平移 ,或 准确 地 说 , 称 之 为 平行 移动 。 
我 们 现在 假设 ,每 个 这 样 的 平移 将 每 -条 连接 任意 对 应 点 B 与 B' 的 
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直线 保持 其 正 向 而 转换 成 其 自身 。 而 且 关 键 的 是 ,这 个 平面 的 ce” 
个 平移 组 成 运动 群 的 一 个 子 群 。 

如 果 我 们 重复 一 个 同样 的 平移 (图 
21.3) ,将 点 A 沿 着 指向 点 A 的 射线 
AA 逐次 移 到 点 A ，A , A”,…。 作 为 
另外 一 个 公设 ,我们 必须 假设 这 些 点 将 
最 终 到 达 或 包括 这 条 射线 上 的 每 个 点 。 

ee 通过 重复 其 逆 变 换 , 我 们 在 反 向 射线 上 

将 得 到 一 系列 同类 性 质 的 点 。 如 果 我 们 设想 每 一 个 平移 是 从 起 点 到 
终点 连续 地 实现 的 (这 一 点 以 后 我 们 会 用 到 ), 则 将 称 所 述 的 线 为 点 
A 在 平移 下 的 轨 线 。 因 此 ,每 条 线 都 是 无 穷 多 个 点 的 轨 线 ,而 对 每 个 
平移 ,有 co! 个 轨 线 , 即 转移 为 自身 的 直线 。 

现在 应 注意 到 ,同一 平移 下 的 两 条 不 同 的 轨 线 不 可 能 相交 。 否 
则 ,此 交点 显然 会 是 两 个 不 同 点 平移 的 结果 , 即 是 从 两 条 轨 线 中 每 一 
条 得 到 的 公共 点 ,这 与 平移 作为 单 值 可 道 变 换 的 特点 相 耶 盾 。 我 们 
说 ,一 个 同样 平移 产生 的 所 有 轨 线 是 彼此 平行 的 。 因 此 ,从 我 们 的 运 
动 的 性 质 导 出 了 这 个 概念 。 同 时 也 很 清楚 ,过 一 给 定 的 点 A, 必 然 存 
在 一 条 与 线 a 平行 的 直线 , 即 在 沿 直线 a 平移 的 变换 下 的 点 A 的 
轨 线 。 

最 后 ,我 们 必须 为 这 些 平移 建立 
最 后 一 个 公理 : 任 两 个 平移 T',，T” 
是 可 交换 的 。 即 当 我 们 对 一 给 定点 
A 首先 施 以 平移 T' 然 后 施 以 T”, 其 
所 得 结果 的 点 B 与 先 施 以 TY 后 施 以 
T' 的 相同 (图 21. 4) ,用 符号 可 以 写 
成 TT.T=T .TT.， 

后 面 会 讲 到 我 们 得 出 这 些 公理 的 方法 。 目 前 我 们 只 强调 ,我 们 
的 原始 公理 只 不 过 表达 了 每 个 人 从 一 开始 作 几 何 图 形 时 就 已 熟悉 的 


图 21. 4 
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事情 。 几 何 作 图 中 的 第 一 件 事 就 是 移动 一 个 固体 , 即 从 画图 平面 的 
一 部 分 把 直 太 .圆规 或 其 他 仪器 移动 到 另 一 部 分 以 便 转 递 一些 度 量 。 
特别 是 经 常 沿 一 条 直 边 滑动 三 角 尺 来 实现 平移 的 操作 (图 21. 5) 。 
这 些 经 验 一 次 又 一 次 表明 ,三 角 尺 的 所 有 点 描 出 了 平行 线 。 因 此 ,我 
们 将 不 对 这 些 假 设 作 任 何 深入 的 逻辑 分 析 , 它 们 至 少 不 是 人 为 的 。 


图 21. 5 图 21.6 


我 们 现在 看 看 ,用 这 些 从 平移 中 推导 来 的 最 初 概念 ,能 在 解析 几 
何 中 得 到 什么 结果 ? 当然 ,我 们 不 能 谈论 直角 坐标 系 , 因为 我 们 还 没 
有 给 直角 下 定义 的 基础 ,但 可 以 引入 一 般 的 平行 坐标 系 。 我 们 过 一 
点 O 男 任意 两 条 直线 ,分 别称 为 轴 和 >y 轴 ( 图 21.6)。 我 们 考虑 把 
点 O 转 移 到 z 轴 上 任 选 的 一 点 1 的 平移 工 ,并 设 重复 平移 工 产生 = 
轴 上 的 点 2，3，4，…。 如 果 用 同样 的 方法 进行 逆 变 换 工 一 , 即 通 过 
平移 把 1 变 到 零 , 则 从 点 O 逐次 得 到 z 轴 上 的 点 一 1,， 一 2， 一 3，…。 
我 们 对 这 样 得 到 的 点 指定 正 负 整数 0，1，2，…， 一 1， 一 2，… 作 为 
“ 横 坐 标 ”z。 确 实 它们 并 未 包括 过 轴 上 的 所 有 点 ,但 根据 我 们 的 公 
没 , 它 们 的 位 置 会 使 任何 其 他 点 均 被 包含 在 其 中 某 一 对 点 之 间 。 

我 们 用 类 似 的 方法 从 沿 > 轴 的 任意 平移 工 - 出 发 ,并 向 前 或 向 后 
重复 平移 ,得 到 点 1 ，2 ，…， 一 ] ， 一 2 ，…, 对 它们 指定 相应 的 正 
负 整 数 作为 y 的 坐标 ,但 这 里 应 注意 ,我 们 对 这 样 确 定 的 工 线段 与 y 
线段 不 能 建立 彼此 的 互 换 关 系 , 因 为 尚未 引入 能 使 z 轴 变 为 > 轴 的 
运动 (旋转 ) 。 
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如 果 我 们 把 任意 确定 的 单位 保持 固定 ,那么 现在 就 能 考虑 在 x 
轴 上 具有 非 整 数 横 坐 标的 点 。 我 们 首先 讨论 有 理 点 。 为 了 用 一 个 例 
子 把 事情 弄 清楚 ,我 们 找 一 个 沿 z 轴 的 平移 S ,使 得 两 次 平移 S 就 得 


到 单位 平移 T。 我 们 对 O 应 用 平移 S 而 得 到 的 点 指定 为 点 却 。 反 
复 应 用 S 即 产 生 横 举 标 为 ,之 ，… 的 点 。 为 了 确定 这 种 平移 和 这 


y 些 点 的 存在 ,我 们 首先 指出 ,从 方 到 y 


轴 上 点 工 的 连 线 必 平 行 于 直线 12 〈 它 
对 应 于 平分 一 个 线段 的 已 知 作法 )。 事 


\ 实 上 ,如 果 我 们 把 点 O 到 点 二 的 平移 S 
| (图 21.7) 分 解 为 由 O 到 了 的 平移 了 
及 由 1 到 元 的 平移 S'。 按 定义 ,两 次 
平移 S 就 等 同 于 工 ,根据 两 平移 的 可 交 


换 性 ,两 次 S 就 等 于 两 次 工 之 后 跟着 两 次 平移 S$ 。 因 为 两 次 了 将 
O 变 到 2 ,所 以 等 于 是 说 ,两 次 施用 S 就 会 把 2 变 成 1。 于 是 2 1 是 


平移 S' 的 罗 线 ,与 同样 平移 下 的 轨 线 的 1 亏 相 平行 。 


根据 前 述 ,我们 已 经 有 点 2 和 点 1, 从 而 有 平移 S 。 如 果 我 们 能 
证 实 从 1 出 发 的 平移 S 的 轨 线 与 z 轴 相 交 , 则 这 个 交点 就 是 从 给 定 的 


元 素 作出 的 点 方 。 而 且 这 是 唯一 可 能 的 。 当 然 ,从 直观 上 没有 人 会 怀 


0 SS 1/2 ] 
图 21.7 


疑 这 一 点 。 但 在 我 们 的 公理 推导 的 结构 中 ,我 们 需要 一 条 专门 的 公 


理 , 所 谓 平面 的 “ 介 于 性 公理 ”。 根 据 此 公理 ,如 果 一 条 直线 通过 一 个 
边 而 进入 一 个 三 角形 , 则 必然 从 男 一 边 离开 此 三 角形 。 这 是 空间 直觉 
的 普通 事实 ,但 由 于 它 逻 辑 上 独立 于 其 他 公理 以 外 ,因而 需要 这 样 强 
调 。 显 然 ,完全 类 似 的 推理 将 证 明 每 一 个 有 理 横 坐 标 xz 均 有 对 应 的 
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点 。 从 我 们 的 公设 不 难 推出 ,每 一 个 线段 无 论 怎样 小 ,其 内 均 存 在 “有 
理 点 ”。 

现在 ,为 了 真正 达到 在 几何 中 实际 考虑 的 所 有 点 ,我 们 必须 引 人 
无 理 数 横 坐 标 。 为 此 需要 一 个 新 的 并 且 又 是 十 分 明显 的 公理 ,对 上 
述 连续 性 的 要 求 作 出 准确 的 陈述 。 如 : 在 工 轴 上 有 无 穷 多 个 其 他 的 
点 ( 轴 到 自身 的 平移 ) ,它们 相对 于 有 理 点 的 顺序 与 连续 性 的 关系 ,与 
无 理 数 相对 于 有 理 数 的 顺序 与 连续 性 的 关系 一 样 。 这 个 公理 牵强 之 
处 在 于 : 与 此 相反 ,从 历史 上 来 看 ,无 理 数 是 从 几何 的 连续 性 引出 
的 出 。 我 们 最 后 有 : z 轴 上 的 所 有 点 与 所 有 正 负 实数 x 具有 单 值 可 
道 对 应 关系 。 类 似 的 关系 当然 可 以 对 y 轴 上 的 点 建立 起 来 。 

我 提醒 你 们 注意 ,这 样 为 在 一 条 直线 上 建立 刻度 而 设计 的 方法 是 
完全 自然 的 。 当 我 们 做 刻度 时 ,通常 就 是 沿 一 条 直 的 边界 移动 一 个 具 
有 任意 单位 长 度 ( 例 如 说 圆规 两 脚 间 的 距离 ) 的 刚体 ,然后 再 细 分 这 样 
得 到 的 线段 。 

现在 ,平面 上 每 一 个 沿 xz 轴 的 平移 ,可 以 用 一 个 简单 的 方程 来 
表示 ,此 方程 对 z 轴 上 的 每 一 个 点 xz 给 出 一 个 新 位 置 的 横 坐 标 z = 
Z 十 4。 换 名 话说 ,有 理 或 无 理 、 正 或 负 线 段 a 被 加 到 z 上 ,类 似 地 ,一 
个 沿 y 轴 的 平移 用 方程 y = y 十 z 
b 表示 。 如 果 我 们 用 任意 顺序 依 
次 进行 这 两 个 平移 ,点 O 〇 将 变 到 
一 个 确定 的 点 P( 图 21. 8) ,因为 
平移 是 可 交换 的 。 我 们 说 P 具 
有 横 坐 标 a, 纵 坐标 5。 反之 ,对 
任 一 点 P, 可 以 指定 唯一 的 两 个 le 
数 a, 5。 我 们 只 和 需 将 O 移 到 PP ,并 决定 坐标 轴 的 交点 相对 于 原来 位 
置 的 横 坐 标 与 纵 坐 标 。 于 是 在 平面 上 的 点 集 与 数 对 (a, 5) 集 之 间 建 


@ 参考 第 一 卷 第 二 章 第 三 节 ( 无 理 数 )。 
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立 了 一 一 对 应 关系 , 即 在 平面 上 有 了 一 个 完全 确定 的 坐标 系 。 

剩 下 的 是 考虑 直线 方程 是 什么 样子 的 。 我 们 首先 研究 从 点 O 
到 点 Pla, 0 的 直线 。 它 显然 必须 包含 所 有 把 点 O 变 为 点 卫 的 逐次 
平移 所 产生 的 所 有 点 , 即 工 = 名 ay 一 和 ,其 中 ,是 整数 。 而 且 我 们 
看 到 ,对 有 理 数 4, 而 后 对 无 理 数 4, 由 这 个 方程 所 确定 的 点 也 在 此 直 
线 上 ,但 这 已 将 直线 上 所 有 的 点 取 尽 了 。 消 去 4, 我 们 得 到 直线 方程 
ZK:y 二 a:b, 或 br 一 ay 二 0。 由 此 推出 ,只 要 a, BB 不 同时 为 零 ,每 个 
形 如 az 十 By =0 的 方程 都 代表 过 点 O 的 一 条 直线 。 现 在 , 任 一 条 下 
线 可 由 一 个 选 好 的 通过 点 O 的 直线 作 平 移 而 得 出 。 于 是 ,最 终 得 出 
所 有 下 线 均 由 所 有 一 次 方程 
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给 出 。 由 于 这 个 原因 ,它们 被 称 为 线性 方程 。 

从 直线 具有 线性 方程 这 一 事实 ,可 推 知 大 部 分 几何 定理 能 这 
无 困难 地 用 解析 几何 的 方法 推导 出 来 ,这 里 就 不 细 说 了 ,我 只 想 补 
充 说 ,我 们 可 以 用 这 种 方法 推导 出 全 部 仿 射 几何 ,因而 可 推出 全 部 
射影 几何 。 在 关于 co 个 平移 的 子 群 的 一 个 专门 公设 的 基础 上 ,我 
们 能 十 分 简单 地 得 到 这 些 。 我 只 要 再 强调 一 下 后 面 将 要 利用 的 一 
个 事实 。 我 们 前 面 用 射影 几何 的 定理 证 明了 莫 比 乌 斯 定理 : 每 个 
共 线 变换 是 射影 变换 , 即 用 坐标 的 线性 分 式 函 数 或 线性 整 代 换 给 
出 的 变换 。 现 在 ,根据 我 们 的 第 一 假设 ,所 有 运动 都 是 共 线性 的 ， 
且 把 每 个 有 限 点 变 为 一 个 有 限 点 。 但 另 一 方面 ,我 们 现在 已 推出 
了 全 部 射影 几何 ,因而 从 我 们 的 角度 出 发 , 莫 比 乌 斯 定理 是 有 效 
的 。 因 此 ,每 个 运动 将 必然 被 一 个 前 面 引出 的 平行 坐标 z 与 y 的 
线性 整 式 变换 所 表示 。 

至 此 ,我 们 还 只 能 谈 及 工 轴 或 ， 轴 上 两 点 之 间 的 距离 。 如 果 我 
们 希望 深入 到 几何 学 的 度量 概念 ,特别 是 如 果 希 望 知道 两 条 直线 之 
间 的 角 与 任 两 点 之 间 的 距离 ,我 们 就 必须 把 注意 力 转 入 整个 运动 群 。 

我 们 将 专门 考虑 保持 一 个 点 ,例如 原点 O 不 变 的 运动 , 即 所 调 
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绕 此 点 的 旋转 ,根据 关于 一 个 运动 的 确定 
性 的 一 般 公设 ,正好 存在 一 个 把 点 O 的 射 
线 a 变 到 另 一 个 任意 的 过 点 O 的 射线 a 
的 旋转 (图 21. 9) 。 在 某 种 意义 上 ,旋转 是 
平移 的 对 偶 变 换 , 因为 它们 保持 一 个 点 不 
变 ,而 平移 把 一 条 直线 变 为 自身 。 正 如 平 
移 一 样 ,我 们 将 把 旋转 考虑 为 从 原来 位 置 图 21.9 
连续 地 进行 的 。 因 此 ,我 们 又 要 谈 到 每 个 点 画 出 的 轨 线 。 

然而 ,在 旋转 和 平移 之 间 有 一 个 本 质 区 别 , 必 须 用 一 个 公设 来 表 
达 。 通 过 反复 施加 一 个 同样 的 围绕 点 O 的 旋转 ,从 a 导出 的 射线 
a’, a ，… 最 终 将 达到 或 包含 每 一 条 过 O 的 射线 (而 平移 只 产生 一 条 
射线 上 的 点 )。 因 此 ,射线 a 经 连续 旋转 必然 最 终 回 到 原来 位 置 ,而 
且 a 的 每 一 点 也 回 到 原来 位 置 。 因 此 , 轨 线 是 一 条 封闭 的 曲线 , 它 与 
每 一 条 过 点 O 的 射线 交 于 一 点 A ,从 而 所 有 线段 OA 彼此 全 部 相同 
( 即 能 通过 运动 把 一 个 线段 重合 于 另 一 个 之 上 )。 这 些 轨 线 即 通常 所 
谓 以 点 O 为 中 心 的 圆 。 

背 助 这 些 旋转 ,我 们 将 像 用 平移 在 直线 上 建立 标 度 一 样 ,在 过 点 
O 的 射线 束 上 建立 标 度 。 这 里 ,我 们 还 得 对 连续 性 作出 适当 的 假设 。 
我 不 必 详 说 ,只 给 出 结果 : 我 们 对 每 个 旋转 给 一 个 实数 , 称 为 旋转 角 ， 
是 每 个 实数 将 作为 一 个 旋转 角 而 出 现 。 当 然 ,旋转 的 周期 性 将 作为 一 
个 新 概念 而 出 现 , 自然 会 选 把 一 条 射线 
转 成 自身 的 完全 旋转 作为 一 个 单位 。 但 


传统 上 ,我 们 选 一 个 完全 旋转 的 子 作为 


单位 , 称 其 角 为 一 个 直角 RR。 于 是 每 个 
旋转 用 角 w。R 来 测量 ,其 中 w 可 以 是 
任意 实数 ,但 考虑 到 周期 性 ,可 能 把 角 的 
值 限制 在 从 0 到 4 上 (图 21. 10)。 

用 同样 的 方法 ,可 以 确定 出 围绕 任 
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意 其 他 点 O 射线 束 的 角 的 度数 。 但 借助 于 平移 ,可 以 将 点 O 〇 处 角 

的 度数 立即 转移 到 点 O; 。 事 实 上 ,如 果 给 出 了 过 点 Qi 的 射线 ai 与 

a (图 21. 11), 且 如 果 工 是 将 点 O 变 到 点 Oi 的 平移 , 则 平移 之 逆 T 
1 将 a 与 ai 变 成 过 O 的 射线 , 记 
之 为 a 与 a 。 如 果 Q 是 由 a 到 a 
的 绕 O 的 旋转 , 则 由 ai 到 ai 的 绕 

和 a Oi 旋转 Q21, 由 TT ,0 和 T 工 逐 次 
变换 而 成 ,或 用 符号 写成 


图 21. 11 QO = TT" 0F: 


F 
dl 


这 是 由 于 : 右 侧 也 表示 一 个 将 Oial 变 到 Oiai 的 运动 ,而 这 种 运动 是 
唯一 的 。 现 在 ,我 们 对 9 指定 一 个 角 w，R, 而 按 上 面 定 义 ,0 也 具 
有 同样 一 个 角 w.。R。 如 果 在 线束 O 中 有 第 二 个 旋转 2 , 则 在 线束 
Oi 中 与 之 对 应 的 旋转 为 


(71 -一 CT © 


Q21 与 021 的 复合 是 
00; = TOTTTIOT = T0000)T, 


它 对 应 于 0 与 2 的 复合 。 由 此 得 出 , 因 在 O 处 用 上 述 旋 转 的 复合 
而 出 现 的 度数 实际 上 与 原 在 O 处 的 重复 旋转 而 出 现 的 度数 相同 。 

在 欧 几 里 得 几何 中 有 一 个 被 我 们 大 多 数 初等 教科 书 所 删 去 的 
公理 : 所 有 直角 是 相等 的 。 当 然 ,每 个 中 学 生 都 会 把 这 个 公理 看 
成 是 自然 成 立 的 。 我 也 认为 应 该 把 它 删 去 , 因为 学 生 不 能 理解 它 
的 意义 。 但 它 的 内 容 与 前 面 讨论 的 结果 是 相同 的 , 即 我 们 用 在 不 
同 点 的 旋转 所 确定 的 等 角 ,通过 运动 可 以 相 重 合 。 也 就 是 说 ,它们 
是 相等 的 。 

我 们 现在 已 给 出 了 角 的 一 般 定义 ,我 们 将 定义 任意 两 点 之 间 的 
距离 。 至 今 我 们 只 能 通过 平移 来 比较 在 同一 条 直线 上 的 距离 。 如 果 
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在 zx 轴 上 取 定 了 例如 与 O 距离 为 > 的 点 , 则 可 以 用 绕 O 的 旋转 把 它 
转移 到 过 O 的 任意 直线 a 上 (图 21. 12)。 于 是 可 以 把 xz 轴 上 的 长 度 
标 度 转移 到 a ,再 通过 平移 而 转 到 与 a 平行 的 任何 直线 上 ,从 而 转 
到 随便 怎样 的 直线 上 。 这 样 ,通过 用 一 直线 连接 两 点 ,并 用 上 述 方法 
把 xz 轴 上 的 标 度 转 到 该 直线 上 ,就 能 测量 任 两 点 间 的 距离 。 特 别 
是 ,我 们 将 把 开始 为 y 所 选 的 标 度 看 成 是 这 样 从 xz 轴 上 标 度 导出 
来 的 。 


图 21. 12 图 21. 13 


利用 新 的 旋转 概念 ,解析 几何 的 工具 就 完备 了 。 为 此 ,我 们 将 使 用 
现在 可 以 建立 的 直角 坐标 zx 和 y 来 取代 一 般 平行 坐标 系 (图 21. 13)。 
我 们 已 经 知道 ,每 个 运动 均 由 zx, y 的 线性 代 换 
bd -一 (ai 十 ay 十 cl) N， 
y 一 《az? 工 十 py 十 cy) : 人 
给 出 。 因 为 它 将 每 个 有 限 点 变 为 另 一 个 有 限 点 ,分 母 NN 必然 是 常量 且 
可 以 令 其 等 于 1。 如 果 专 门 考虑 绕 O 的 旋转 , 则 a = c = 0, 我 们 有 


ba 一 CIZ 十 2y， y 一 azsX 二 by。 (1) 


对 于 绕 过 一 个 直角 的 特殊 旋转 ,我 们 可 以 立即 说 出 这 个 方程 的 
形式 。 因 我 们 有 直角 坐标 系 ,z 轴 变 到 > 轴 ,y 轴 则 变 到 一 z 轴 , 于 
是 有 


Z 一 一 y，y 一 z。 (2) 
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这 样 ,关于 确定 旋转 公式 的 问题 化 为 下 面 的 纯 分 析 问 题 寻找 一 个 
形式 为 (1) 的 单 无 穷 个 代 换 的 群 , 它 包 含 代 换 (2), 且 当 w 是 实 参 数 
时 , 群 中 的 每 个 代 换 一 般 由 (2) 式 经 w 次 迭代 而 产生 。 对 w 为 有 理 


分 数值 ,例如 子 ,这 种 表示 式 当然 表示 重复 q 次 后 的 代 换 给 出 迭代 
次 而 得 的 代 换 (1)。 对 无 理 数 w, 则 可 按 我 们 关于 连续 性 的 假设 用 有 
理 数 允 近 。 必 须 清 楚 地 了 解 到 ,我 们 可 以 不 预先 假设 具有 任何 几何 
知识 ,特别 是 关于 直角 坐标 系 旋 转 公 式 的 知识 。 这 样 建立 起 来 的 结 
构 , 当 然 不 能 立即 用 于 中 学 教学 ,但 它 确实 具有 非常 简单 和 漂亮 的 
我 先 说 明 , 利 用 复数 , 代 换 (2) 可 用 一 个 式 子 写成 
zr iy = i(riy),。 (2 ) 
从 这 个 形式 出 发 ,我 们 看 到 两 次 施用 此 代 换 的 结果 ,由 x 十 iy = 
(zr 十 1y) 表示 。 这 是 一 个 同样 形式 的 方程 ,只 是 用 因子 代 炎 i。 
类 似 地 ,在 上 述 意 义 上 的 w 次 重复 ,对 每 一 个 实数 w 产 生 因 子 了 。 于 
是 ,我 们 对 平面 绕 0O 经 过 角 w。R 的 旋转 得 到 其 解析 表达 式 为 
x 十 iy 二 了 (ZX 十 iy)。 C3.) 
为 了 准确 地 实现 这 个 想法 ,我们 必须 使 用 分 析 中 关于 指数 函数 
e 以 及 三 角 函 数 的 完整 的 知识 ,这 些 浮 数 满 足 欧 拉 公式 
es 一 coSz 十 isinz。 
在 写 出 这 个 关系 时 ,不 必 对 其 几何 意义 产生 丝毫 怀疑 ， 
通过 公式 er 二 一 1, 我 们 也 知道 数 <, 且 我 们 可 以 写 


iv 于 
1 2 


对 说, 我 们 在 此 理解 为 由 公式 
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所 确定 的 唯一 值 。 如 果 我 们 将 之 代入 (3) 式 ,并 分 离 出 实 部 与 虚 部 ， 
我 们 有 
x 一 cosc2 xz 一 sin 生 。 y， 


2 2 
(4) 


y 一 sin 人 。 六 0 。Yy。 
它 正 是 按 初等 解析 符号 所 给 出 的 运动 群 的 表达 式 。 
根据 此 结果 ,自然 不 取 直 角 , 而 取 - 为 单位 。 我 们 将 像 称 自然 对 


数 一 样 , 称 它 为 目 然 角 标 度 ,以 表明 这 些 概念 基于 事物 的 自然 性 质 , 尺 
管 要 充分 理解 它 的 意义 , 尚 需 较 深 的 洞察 力 。 在 这 个 目 然 标 度 中 ,我 


们 用 坊 代 棕 w。 玉 ,并 得 到 代替 (4) 式 的 、 作 为 旋转 公式 的 著名 方程 


(5) 


- 一 cosw*， XTX— sinwe。 yy, 
y 一 SINW。 廊 十 COSW 。 YY。 

现在 必须 考查 这 个 公式 ,看 看 它们 包含 什么 几何 内 容 。 它 们 原 
来 是 通常 用 来 推出 (5) 式 的 一 些 初等 定理 。 


(1) 我 们 从 考虑 x 轴 上 到 原点 的 距离 为 r 的 点 x = 二 r+,，y 二 0 出 
发 。 如 果 将 它 转 过 角 w,(5) 式 给 出 它 的 新 坐标 位 置 为 
T= rcOSw，y 一 rSlnw。 (6) 


这 里 为 了 简单 起 见 ,省 略 了 新 坐标 上 的 一 撤 。 为 了 确定 起 见 , 设 一 
束 ， 并 考虑 由 矢 径 > 和 点 (x，y) 的 横 。、 


坐标 工 与 纵 坐 标 y 组 成 的 直角 三 角形 

(图 21. 14) 。(6) 式 表达 了 边 与 角 w 之 

间 的 联系 。 根 据 三 角 函 数 的 解析 定义 

得 出 的 关系 式 cos “w 十 sin“w 二 1, 我 0 
们 从 (6) 式 立即 得 出 
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ry =r (6a) 


这 就 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 2。 在 这 里 , 它 是 我 们 关于 平面 上 运动 假设 
的 结果 。 而 且 ,我们 可 将 (6) 式 写成 


cosw 二 之 ， es (6b) 
rr r 


从 而 使 我 们 的 角 函 数 得 到 了 初等 三 角 的 意义 。 通 常 , 角 函数 的 严格 
定义 形式 是 : 余弦 与 正弦 是 邻 边 与 对 边 分 别 和 和 斜 边 之 比 。 

(2) 如 果 我 们 将 给 出 的 元 素 、 点 或 直线 ,通过 平移 或 旋转 变 到 前 
面 考 虑 过 的 特殊 位 置 , 则 不 难为 基本 概念 一 一 距离 与 角 给 出 一 般 的 
解析 表达 式 。 对 于 两 点 (zx1，y1)，(zz，yz) 之 间 的 距离 ,我 们 有 


7 一 人 (Zi 一 2 并) 十 (yi — y2)’。 


为 了 得 到 这 个 结果 ,只 需要 将 点 2 用 平移 转 到 原点 ,根据 平移 公式 ， 
点 1 的 新 坐标 就 成 了 差 : zi 一 x;， yi 一 ,而 (6a) 式 立即 给 出 我 们 对 
-~ 的 表达 式 。 同 样 , 对 方程 为 mz 十 By 十 和 二 0, wz 十 By 十 2 一 0 
的 两 条 直线 之 间 的 夹 角 ww, 可 从 (6b) 式 得 到 公式 

CQ1C2 十 应 0 
Ve +tB Va tp 

Qa1P2— a 
VE +BVe+B 


COSWwW 一 


sinw 一 


我 不 必 给 出 证 明 的 细节 。 

(3) 最 后 ,我 们 尚 需 讨论 面积 的 概念 。 到 目前 为 止 ,在 我 们 讲述 
儿 何 中 ,还 丝毫 没有 用 到 面积 概念 。 然 而 ,这 个 概念 存在 于 每 个 人 的 
自然 空间 意识 中 ,即使 不 太 严 格 。 每 个 农民 都 知道 一 块 地 有 多 少 亩 
是 什么 意思 。 尽 管 我 们 已 完整 地 竟 定 了 几何 的 基础 而 没有 用 到 这 个 


@ 我国 称 为 勾 股 定理 。 一 一 中 译 者 


第 二 十 一 章 几何 学 基础 。207。 


基本 概念 ,但 我 们 现在 应 该 把 它 作 为 一 个 补充 加 入 到 系统 以 内 , 即 用 
坐标 来 表达 面积 。 

我 们 必须 先进 行 一 个 简单 的 几何 讨论 ,如 同 在 欧 几 里 得 几何 里 
进行 的 或 在 初等 数学 里 进行 的 那 种 讨论 。 如 果 我 们 有 一 个 边 长 为 A 
与 B 的 矩形 ,我 们 定义 它 的 面积 为 乘积 AB。 如 果 我 们 合并 两 个 拖 
形 或 任意 两 个 已 知 面积 的 图 形 , 我 们 就 定义 合成 图 形 的 面积 为 两 面 
积 之 和 。 如 果 我 们 从 一 个 矩形 或 男 一 个 图 形 中 除去 其 中 的 一 小 块 ， 
则 剩余 部 分 的 面积 为 原 给 两 面积 之 差 ( 图 21. 15)。 


21. 15 图 21.16 


有 了 这 些 规定 ,我 们 立即 可 讨论 平行 四 边 形 的 面积 。 从 一 个 底 
与 高 与 其 相等 的 矩形 中 去 掉 一 个 三 角形 ,再 加 上 一 个 与 它 全 等 的 三 
角形 ,就 得 到 这 个 平行 四 边 形 (图 21. 16)。 因 此 它 的 面积 等 于 矩形 
的 面积 , 即 底 与 高 之 积 。 用 一 条 对 角 线 将 平行 四 边 形 分 成 两 个 全 等 
的 三 角形 ,因而 其 中 每 一 个 有 平行 四 边 形 的 一 半 面 积 , 即 三 角形 的 面 
积 是 底 乘 以 高 之 半 。 

如 有 果 我 们 将 这 个 公式 用 于 边 长 为 i， ri, 夹 角 为 w 的 三 角形 , 边 
rl 上 的 高 为 r2sinw, 故 面积 为 


NN 


ne, (zy) 
如 果 我 们 把 这 个 三 角形 的 一 个 。  。 (ry) 
顶点 放 在 原点 (图 21. 17) , 设 另 
两 点 的 坐标 为 (zx, %) 与 ” 少 
(zz， yz2), 则 根据 上 面 得 到 的 距 0 / 
离 与 角 的 公式 ,面积 公式 可 写成 21. 17 


外- 三 
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A= 
2 D 


不 难 证 明 ,坐标 系 的 旋转 使 此 公式 保持 不 变 , 故 它 实际 上 提供 了 一 
个 几何 概念 ”。 为 了 得 到 在 坐标 平移 从 而 在 所 有 运动 下 的 不 变 
性 ,我 们 必须 变换 第 三 个 顶点 , 即 必 须 为 具有 3 个 任意 顶点 
(zl，y)，(Z，2%)，(z，3) 的 三 角形 建立 面积 公式 。 我 们 用 这 
种 方法 得 到 公式 


Za yy 1 
这 事实 上 就 是 本 卷 开 头 的 那个 公式 。 不 难 证 明 , 如 果 几 个 三 角形 被 
组 合 在 一 起 或 分 成 几 个 部 分 , 则 其 面积 按 上 面 的 公式 相 加 或 相 减 。 
正如 我 们 以 前 所 看 到 的 ,其 证 明 依赖 于 简单 的 行列 式 的 关系 。 

面积 概念 就 这 样 补 充 进 了 我 们 的 解析 几何 系统 。 同 时 我 们 
获得 了 有 茶 些 不 包 售 在 上 述 初 步 概念 里 的 东西 : 面积 变 成 了 一 个 
有 符号 的 量 。 我 在 本 卷 的 开头 已 讨论 过 ,和 面积 作为 一 个 绝对 
量 的 自然 概念 相 比 较 , 加 上 符号 后 以 公式 任意 作 运算 , 既 通用 又 
方便 。 

(4) 另外 一 个 以 不 同 程度 的 严格 性 在 各 个 空间 直觉 中 出 现 的 概 
念 ,是 一 条 (任意 ) 曲 线 的 概念 。 每 个 人 都 认为 他 知道 曲线 是 什么 ;学 
了 很 多 数学 之 后 , 才 沉 得 有 无 数 的 怪事 使 他 糊涂 。 这 里 我 只 简单 地 
说 ,对 我 们 而 言 ,一 条 曲线 是 其 坐标 满足 参数 上 的 连续 并 可 微分 到 所 
必要 阶 数 的 函数 ,X 


z= $7) yas (A 


的 点 的 全 体 。 用 这 个 方法 ,我 们 在 解析 几何 的 基础 上 ,立即 推导 出 
通常 称 为 微分 几何 的 概念 和 定理 , 即 弧 长 .曲面 面积 .曲率 、 渐 届 线 
等 等 概念 和 和 定理。 基本 思想 总 是 把 曲线 想象 成 折线 的 极限 
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(图 21. 18) 。 如 果 两 组 邻 点 的 坐标 是 (z，y) 与 (z 十 dz，y 十 dy)， 
则 从 毕 达 哥 拉 斯 公式 立即 推出 弧 长 公式 为 


[Viz ray. 


以 同样 的 方法 ,也 可 从 以 O 〇 为 项 点 的 
三 角形 面积 公式 推出 曲线 与 两 端点 
矢 径 间 的 书 形 面积 公式 为 


二 | (zdy 一 ydz)。 图 21. 18 


几何 学 的 第 一 个 发 展 体系 就 讲 完 了 ,这 个 体系 的 特点 是 首先 确 
立 了 3 个 参 变量 的 运动 群 的 存在 与 结构 ,然后 引入 坐标 ,从 而 使 我 们 
后 面 的 推论 完全 算术 化 。 还 有 几何 学 的 第 二 个 发 展 体系 ,在 某 种 意 
义 上 和 上 述 体 系 正好 相反 , 它 直 接 导 出 度量 几何 ,而 且 它 始终 占有 一 
个 重要 地 位 。 现 在 就 来 讨论 这 个 体系 。 


8 21.2 怪 量 几何 的 男 一 种 发 展 体 系 
平行 公理 的 作用 


和 前 一 种 发 展 体系 相 比 ,不 同 之 处 在 于 现在 完全 不 要 运动 的 概 
念 ,至 多 是 把 它 作为 事后 考虑 的 对 象 。 古 代 , 其 至 现代 也 常常 这 样 进 
行 讨论 的 一 部 分 原因 ,在 于 哲学 上 的 考虑 ,这 一 点 我 至 少 应 该 提 到 人 
们 担心 运动 概念 会 把 一 个 外 部 元 素 即 时 间 概 念 引 和 几何 学 。 后 来 试 
图 用 明显 的 刚体 概念 来 说 明 引 人 运动 概念 的 合理 性 时 ,又 有 人 提出 
反对 ,认为 这 个 概念 本 身 不 具有 准确 的 可 理解 的 意义 。 相 反 , 人 们 主 
张 只 有 和 擎 握 了 距离 概念 之 后 ,运动 概念 对 我 们 才 有 意义 。 当 然 , 经 验 
主义 者 会 回答 说 ,抽象 的 距离 概念 ,实际 上 只 能 从 “足够 硬 的 刚体 的 
存在 中 推出 。 现 在 对 几何 学 的 第 二 种 几何 发 展 体系 的 主要 思想 作 一 
简略 的 介绍 。 
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(1) 和 以 前 一 样 ,我 们 先 引入 点 和 直线 以 及 关于 它们 的 连接 性 、 
顺序 性 与 连续 性 的 公理 。 

(2) 除 此 之 外 ,我 们 另外 假设 两 个 新 的 基本 概念 : 一 是 两 点 之 
间 ( 线 段 ) 的 距离 ;二 是 两 线 之 间 的 角 。 然 后 建立 关于 它们 的 公理 , 实 
质 上 线段 和 角 可 按 习惯 的 方法 用 数 来 度量 。 

(3) 于 是 ,第 一 个 全 等 定理 视 为 下 述 的 特征 性 公理 , 它 实 际 上 
取代 了 运动 群 公理 : 如 果 两 个 三 角形 有 两 边 及 其 夹 角 分 别 相等 ， 
则 它们 是 全 等 的 , 即 它们 的 各 部 分 均 相 等 。 在 上 一 个 体系 里 ,这 是 
一 个 可 证 明 的 定理 ,因为 我 们 可 以 找到 一 个 运动 ,把 边 A'B' 移 到 
与 AB 重合 (图 21. 19) 。 于 是 ,4AC 必然 与 AC 重合 ,两 个 三 角形 
也 由 于 这 个 假设 而 重合 了 。 但 如 果 不 把 运动 作为 基本 概念 包括 在 
内 , 即 如 果 不 使 用 运动 概念 ,就 不 可 能 证 明 此 定理 ,就 必须 假设 它 
为 一 个 新 公理 。 


A B A 有 
图 21. 19 


(4) 其 余 步 又 ,正如 你 们 所 知道 的 ,和 上 一 个 体系 完全 相反 。 初 
等 几何 教学 都 是 这 样 做 的 ,本 质 上 遵循 着 后 面 还 要 谈 到 的 欧 几 里 得 
体系 。 习 惯 上 首先 是 证 明 毕 达 哥 拉 斯 定理 ,然后 从 它们 在 三 角 理 论 
中 的 意义 引出 三 角 函 数 余 弦 与 正弦 。 从 这 里 开始 ,最 后 导出 我 们 已 
介绍 过 的 同样 的 解析 工具 。 

(5) 在 这 个 过 程 中 ,建立 另 一 个 十 分 重要 的 关于 平行 理论 的 公 
理 就 成 为 必要 了 。 在 上 一 个 体系 中 ,平行 性 是 随 平移 的 考虑 之 后 立 
即 出 现 的 最 初 几 个 基本 概念 之 一 。 那 里 说 , 几 条 直线 如 果 是 同一 平 
移 的 轨 线 ,就 称 为 平行 的 。 这 里 则 完全 不 同 : 平行 性 还 不 属于 已 经 
考虑 过 的 基本 概念 之 列 , 所 以 现在 必须 加 以 讨论 。 事 实 上 ,如 果 我 们 
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有 一 条 直线 g (图 21. 20) 和 其 外 一 点 0, 将 0 与 g 上 一 点 P 连接 起 
来 ,并 使 P 沿 g 移动 而 通过 点 P'，P”,…。 换 句 话 说 ,我 们 考虑 一 
个 个 点 P,P',，P“,…, 或 一 条 条 直线 OP,， OP ，OP ,，…。 这 里 没 
有 原先 意义 上 的 运动 思想 。 射 线 OP 
在 P 移 到 无 穷 远 时 达到 一 个 极限 位 
置 ,我 们 称 这 个 极限 的 直线 为 通过 点 
O 与 8 平行。 当 书 从 两 个 方 加 趋同 无 
穷 时 , 并 未 表明 OP 应 趋向 同一 极限 
位 置 ,以 致 有 这 样 一 种 抽象 的 可 能 性 : 
过 点 O 存在 两 条 与 g 平行 的 不 同 的 
直线 。 

因此 ,在 现在 这 个 体系 中 ,如 果 根 据 我 们 的 一 般 直觉 ,我们 假设 
两 个 极限 位 置 应 一 致 , 即 过 一 点 只 有 一 条 直线 平行 于 给 定 直 线 , 那 就 
是 一 条 新 公理 。 关 于 这 一 条 著名 的 平行 公理 争论 了 好 几 百 年 , 它 也 
称 为 欧 几 里 得 公理 ,因为 它 是 欧 几 里 得 作为 一 个 公设 提出 的 。 

我 想 向 你 们 介绍 一 下 这 个 公理 的 历史 。 多 少年 来 ,人 们 尽 最 大 
努力 企图 证 明 这 个 公理 , 即 证 明 它 是 其 他 公理 的 推论 ,但 都 失败 了 。 
当然 即使 到 今天 ,还 没有 完全 放弃 这 种 企图 。 因 为 ,尽管 科学 进展 到 
现在 ,总 会 有 人 自以为是 ,对 经 过 严格 研究 而 得 出 的 确凿 结果 一 无 所 
知 。 事 实 是 : 数学 的 进展 早已 超越 这 些 徒劳 无 益 的 企图 而 进入 了 有 
成 效 的 新 的 研究 ,并 取得 了 积极 的 成 果 。 早 在 18 世纪 ,就 有 人 提出 
过 以 下 典型 问题 ,暗示 着 有 一 条 新 的 路 子 : 如 果 把 平行 公理 放 到 一 
边 , 是 否 可 能 建立 一 个 没有 矛盾 的 .逻辑 上 协调 一 致 的 几何 系统 ,人 允 
许 两 条 不 同 的 极限 直线 以 上 面 所 讨论 的 意义 而 存在 , 即 过 点 O 允许 
作 g 的 两 条 不 同 平行 线 。 

到 19 世纪 初 ,这 个 问题 已 得 到 确定 的 回答 。 高 斯 第 一 个 发 现 了 
“ 非 欧 几何 ”的 存在 ,而 非 欧 几何 就 是 他 对 这 种 几何 体系 的 命名 。 从 
他 死 后 发 表 的 论文 中 看 出 ,他 在 1816 年 已 肯定 了 解 了 这 一 点 。 不 过 


图 21. 20 
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他 的 研究 笔记 很 入 以 后 才 被 发 现 ,直到 1900 年 收 到 他 的 选集 的 第 8 
卷 。 高 斯 本 人 除了 偶然 提 过 外 ,对 这 个 伟大 的 发 现 未 曾 发 表 什 么 
见解 。 法 律 学 家 施 韦 卡特 (Schweikart) 也 在 1818 年 左右 独立 于 高 
斯 创立 了 非 欧 几何 学 ,他 称 之 为 星球 几何 学 ,但 同样 未 发 表 结 果 ， 
这 是 从 后 来 被 发 现 的 一 封 给 高 斯 的 信 中 得 知 的 。 最 初 发 表 非 欧 几 
何 的 人 是 俄国 的 罗 巴 切 夫 斯 基 (Lobatschefsky,1828 年 ) 和 匈牙利 
的 J，B， 鲍 耶 (J. Bolyai de Bolya, 1832 年 ), 他 们 彼此 独立 地 得 到 
了 这 些 结果 ,并 分 别 于 1826 年 和 1823 年 得 到 了 证 明 台 。 在 19 世 
纪 , 通 过 大 量 的 论文 ,科学 家 们 已 普遍 掌握 了 这 些 结果 。 今 天 ,每 一 
个 有 文化 的 人 都 已 听 说 过 非 欧 几 何 , 尽 管 只 有 专家 才 有 清楚 的 了 解 。 

在 19 世纪 后 半 叶 的 初期 , 黎 曼 对 这 些 问题 提出 了 一 个 全 新 的 方 
向 。1854 年 , 黎 曼 在 他 的 住所 以 “Uber die Hypothesen welche der 
Geometrie zugrunde liegen” 为 题 发 表 的 演说 9 中 指出 ,前 人 的 一 切 
研究 ,都 以 直线 是 无 限 长 的 假设 为 基础 。 这 当然 是 十 分 自然 和 明显 
的 。 但 他 问 : 如 果 我 们 取消 这 个 假设 , 即 我 们 允许 直线 像 地 球 上 的 
大 圆 一 样 返回 到 自身 , 那 又 是 什么 样 的 情况 呢 ? 我 们 就 会 面临 空间 
的 无 穷 性 与 无 边界 性 之 间 的 差别 。 这 一 点 ,或 许可 以 在 二 维 空间 中 
很 好 地 看 到 。 球 的 表面 和 普通 平面 都 没有 边界 ,只 是 后 者 是 无 穷 的 ， 
而 前 者 是 在 有 限 范围 内 的 。 黎 曼 事实 上 假设 空间 仅仅 是 无 边界 而 不 
是 无 穷 的 。 于 是 ,有 许多 点 位 于 其 上 的 直线 ,会 像 一 个 圆 一 样 ,是 一 
条 封闭 曲线 。 如 果 我 们 令 一 点 了 像 前 面 一 样 在 一 条 直线 g 上 按 一 


@ 莱比锡 ,1900 年 。 所 涉及 的 那 一 部 分 是 P， 施 塔 克 尔 (P. Stickel) 编 的 。 

@ 由 恩格尔 (Engel) 利 施 塔 克 尔 两 人 译 成 德 文 ,发 表 于 Urkunden zur Geschichte der 
nichteuklidischen Geometrie 一 书 中 。 该 书 第 一 部 分 (关于 罗 巴 切 夫 斯 林 ) 由 恩格尔 译 ( 莱 
比 锡 ,1898 年 ); 第 二 部 分 (关于 鲍 耶 ) 由 施 塔 克 尔 译 ( 莱 比 锡 ,1913 年 )。 还 可 参阅 斯 塔 克 
尔 和 恩格尔 著 Urkundensammilung zur Uorgeschichte der nichteuktidischen Geometrie , 菜 
比 锡 ,1895 年 。 

图 发表 于 Abhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen 第 13 
卷 ,或 参阅 其 (数学 著作 集 》, 第 二 版 (莱比锡 ,1892 年 ), 第 272 页 及 以 后 部 分 (第 三 版 由 柏 
林 施 普 林 格 出 版 社 于 1923 年 出 版 ,H。 外 尔 (H，Weyl) 译 )。 
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确定 方向 越 移 越 远 , 它 最 终 将 回 到 其 原来 的 位 置 。 前 面 讨论 的 射线 
OP 将 不 会 有 一 个 极限 位 置 ,同时 不 会 有 过 点 O 平行 于 g 的 直线 。 
因此 ,与 高 斯 等 人 的 非 欧 几 何 相 比 ,出 现 了 属于 黎 曼 的 第 二 类 非 欧 
几何 。 
初 看 之 下 ,这 似乎 是 怪 论 ,但 数学 家 们 立即 注意 到 两 种 非 欧 几 何 
与 普通 的 二 次 方程 理论 的 关系 ,也 对 了 解 这 个 问题 提出 了 一 个 方法 。 
确实 ,一 个 二 次 方程 ,或 有 两 个 不 同 的 实 根 ,或 没有 实 根 ( 两 个 虚 根 )， 
或 作为 一 个 过 滤 情 形 ,把 一 个 实 根 计算 两 次 。 这 完全 和 高 斯 的 两 条 
不 同 的 平行 线 , 歼 曼 的 不 存在 平行 线 ,以 及 介 平 两 者 之 间 的 过 渡 情 
况 一 一 一 条 平行 线 作为 欧 氏 几何 中 同样 的 极限 位 置 而 计算 两 次 的 情 
况 相 类 似 。 

在 我 比较 仔细 地 讨论 非 欧 几 何 之 前 ,我 至 少 要 简单 地 讲 一 下 它 
.的 极 大 的 哲学 意义 , 正 因为 如 此 , 它 始 终 引起 哲学 家 的 巨大 兴趣 ,但 
也 往往 遭 到 他 们 的 断然 否定 。 

首先 ,这 个 新 的 分 支 为 从 纯 逻 辑 观点 去 看 几何 公理 的 性 质 铺 平 
了 道路 。 由 于 非 欧 几 何 的 存在 ,我 们 立即 能 得 出 结论 : 欧 氏 公理 不 
是 先行 的 基本 概念 和 定理 的 推导 的 结果 ,我 们 也 没有 接受 它 的 任何 
逻辑 必然 性 。 因 为 如 果 我 们 保留 所 有 其 他 的 公理 ,但 用 一 个 相反 的 
假设 去 代替 这 条 公理 ,我 们 并 不 会 导致 矛盾 ;相反 ,我 们 可 以 得 出 像 
欧 氏 几何 一 样 正确 的 逻辑 结构 一 一 非 欧 几 何 。 诸 如 平行 公理 所 描述 
的 我 们 的 空间 图 形 感觉 ,当然 不 是 一 种 纯 逻 辑 的 必然 。 

这 样 ,问题 就 是 : 我 们 或 许 是 否 能 借助 于 感性 知觉 来 断定 平行 
公理 的 正确 性 。 对 于 这 一 点 , 非 欧 几 何 也 作 了 明确 的 阐述 。 确 实 , 感 
性 知觉 当然 不 会 告诉 我 们 只 存在 一 条 平行 线 , 因 为 我 们 的 空间 知觉 
肯定 不 是 绝对 准确 的 。 像 在 其 他 每 一 个 感性 知觉 范围 中 一 样 ,这 里 
我 们 也 不 能 分 辨 差别 在 某 一 限度 以 下 的 , 即 所 谓 知 觉 阔 以 外 的 度量 
(线段 .角度 等 )。 例 如 ,如 果 我 们 从 点 O 画 出 彼此 十 分 靠近 的 两 条 
直线 (图 21. 21) ,使 它们 的 交角 充分 小 ,例如 1 或 0.001 ,甚至 更 小 ， 
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我 们 肯定 不 再 能 区 分 它们 。 因 此 ,通过 感性 知觉 很 难 断 定 ,是 否 真 的 
只 存在 一 条 过 点 O 的 g& 的 平行 线 , 抑 或 存在 两 条 相互 分 离 角度 十 分 
小 的 平行 线 。 如 果 我 们 设想 点 O 离 g 十 分 远 , 例 如 远 至 天 狼 星 或 更 
远 百 万 倍 , 我 们 就 能 更 清晰 地 意识 到 这 
8 一 点 。 在 这 样 的 距离 下 ,感性 知觉 就 完 
dl 全 失去 了 我 们 所 期 望 的 敏锐 性 ,我 们 肯 
定 不 再 能 赁 视觉 来 断定 ,旋转 射线 的 极 
限 位 置 是 提供 了 一 条 还 是 两 条 平行 于 
给 定 直 线 g 的 直线 。 
这 种 情况 实际 上 既 与 欧 氏 几何 一 致 ,又 与 前 一 类 非 欧 几何 一 致 。 
我 们 接着 就 要 看 到 , 当 我 们 深入 考察 数学 公式 时 ,发觉 其 中 总 包含 着 
一 个 任意 的 常数 。 通 过 对 此 常数 的 适当 选择 ,只 要 O 〇 到 g 的 距离 适 
当 远 ,就 可 使 两 条 平行 于 g 的 直线 的 交角 任意 小 ; 仪 当 O 〇 到 g 的 距 . 
离 十 分 大 时 ,这 个 角 才 大 到 可 以 分 辨 的 程度 。 鉴 于 我 们 的 空间 直觉 
只 适应 于 有 限 的 空间 部 分 ,因此 只 能 在 有 限 的 精确 度 以 内 , 它 才 能 明 
显 地 被 前 一 类 非 欧 几何 如 我 们 所 希望 那么 近似 地 满足 。 
对 于 黎 曼 非 欧 几 何 来 说 ,情况 也 类 似 。 只 是 必须 理解 ,直线 的 无 
限 长 度 是 不 能 从 我 们 的 感性 知觉 推导 出 来 的 。 我 们 只 能 在 有 限 的 空 
间 部 分 以 内 跟踪 一 直线 ,因而 如 果 我 们 说 此 直线 有 非常 大 的 但 毕竟 
是 有 限 大 的 长 度 ,哪怕 是 比 到 天 狼 星 的 距离 大 百 万 倍 以 上 ,这 也 是 与 
我 们 的 空间 经 验 不 相 了 矛盾 的 。 想 象 力 可 以 造 出 超过 任何 直接 知觉 可 
能 性 的 任意 大 的 长 度 。 根 据 这 些 考虑 ,我 们 可 以 借助 黎 曼 非 欧 几何 
所 希望 的 精度 表示 空间 的 任何 有 限 部 分 的 情况 ,因为 这 样 的 几何 学 
也 有 一 个 任意 常数 。 
这 里 所 触及 的 逻辑 事实 与 直觉 事实 ,是 从 数学 的 立场 看 的 ,与 许 
多 哲学 家 归 在 康德 名 下 的 那 种 空间 观念 有 很 大 的 冲突 ,因为 根据 康 
德 的 空间 观念 ,一 切 数学 定理 都 必须 有 绝对 的 效果 。 非 欧 几何 自从 
被 介绍 到 哲学 界 以 来 吸引 了 如 此 的 关注 并 招致 如 此 的 反对 ,其 原因 


图 21. 21 


第 二 十 一 章 几何 学 基础 。215 ， 


即 在 于 此 。 

如 果 现 在 要 我 们 去 对 非 欧 几何 进行 适当 的 数学 解释 的 话 , 我 们 
将 尽 可 能 选择 通过 射影 几何 来 解释 的 道路 。 这 就 是 我 在 1871 年 《 数 
学 年 刊 ) 第 4 卷 中 所 给 出 的 推导 @。 

正如 在 本 章 开 始 讨论 几何 学 基础 时 所 简短 提示 的 ,我 们 把 射影 
几何 看 做 是 从 点 、 线 .平面 这 几 个 基本 概念 ,以 及 从 连接 性 公理 ,顺序 
公理 及 连续 性 公理 发 展 起 来 的 ,与 一 切 度量 无 关 。 特 别 是 ,我 们 引入 
点 坐标 z，>，z 或 齐 次 坐标 上 : 7 :5: rz 和 平面 坐标 :8 :7Y: 0, 使 
得 点 和 平面 的 相互 一 致 性 由 双 线 性 方程 

EthBIt+ 7 tor 一 和 机 
给 出 。 
在 此 基础 上 ,借助 于 凯 莱 原理 和 不 变量 理论 ,并 引入 用 平面 坐标 
写成 
轴 一 对 十 有 十 区 
的 特殊 二 次 型 ( 令 其 等 于 零 即 表 示 虚 球面 圆 ) ,我 们 已 经 建立 起 普通 
的 欧 氏 几何 。 如 我 们 已 指出 的 ,两 平面 间 的 角 
aiaz 十 BP: 二 717 


Vai 十 Bi 十 Yi1Vaz 十 Bz 十 了 72 


ww 一 ATCCOS 


和 两 点 间 的 距离 
V (Gt CT) 十 (TT2 一 wr) 十 (bir br) 


TT 


同时 是 所 给 出 图 形 (两 平面 或 两 点 ) 和 二 次 型 和 的 简单 的 不 变量 。 
我 们 打算 用 同样 的 方法 建立 非 欧 几何 。 我 们 用 另 一 个 “接近 ” 虚 


@ “Uber die sogenannte nichteuklidische Geometrie”, 第 573 页 及 以 后 部 分 ,或 参阅 
《数学 著作 和 集 ) 第 1 着 第 254 页 及 以 后 部 分 。 
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球面 圆 «十 户 十 六 = 二 0 的 二 次 型 , 即 

多 一 o2 十 8 十 记 一 s。 6? 
来 代替 前 者 ,其 中 是 我 们 可 以 选择 的 任意 小 的 参数 , 且 当 8 二 0 时 ， 
有 $$ 二 向 ,我们 的 二 次 型 是 这 样 选择 的 从 正 。 得 到 第 一 类 非 欧 几 
何 , 从 负 s 得 到 黎 曼 几何 ,而 从 s = 0 则 得 到 普通 欧 氏 几何 的 公式 。 
作出 这 个 型 的 关键 在 于 : 其 行列 式 


OO 所 ~ 
OO OO 一 OO 


一 般 不 为 零 。 仪 当 特殊 情况 < 二 0 时 , 即 当 %= 0 代表 虚 球 面 圆 时 ， 
此 行列 式 才 等 于 零 。 于 是 ,我 们 的 假设 归结 为 : 用 一 个 行列 式 为 
正 数 或 负数 ,但 其 绝对 值 可 任意 小 的 二 次 型 ,取代 行列 式 等 于 零 的 
二 次 型 。 

我 们 从 一 般 的 二 次 型 和 两 平面 或 两 点 组 成 的 图 形 建 立 起 不 变 
量 ,这 些 不 变量 完全 类 似 于 欧 氏 几何 中 表示 特殊 型 秽 一 吧 十 殿 十 Yj 
的 不 变量 ,以 求 得 非 欧 几何 的 度量 系统 的 定义 。 这 只 不 过 是 凯 莱 于 
1859 年 发 展 的 概念 2:“ 人 们 可 以 把 虚 球 面 圆 完全 看 做 是 任意 二 次 曲 
面 (例如 曲面 $==0) ,同样 地 定义 出 一 套 度量 系统 ,” 由 于 篇 幅 有 限 ， 
权 且 事先 建立 解析 公式 。 这 样 就 可 用 精确 的 形式 最 快 地 概述 其 内 
容 , 避免 任何 神秘 的 色彩 。 当 然 , 只 有 以 后 从 几何 方面 去 仔细 研究 ， 
就 像 我 在 上 述 《 数 学 年 刊 ) 第 4 卷 的 文章 中 所 做 的 那样 ,才能 由 这 个 
说 明 进 而 达到 对 内 容 的 完全 理解 。 

我 们 首先 考虑 两 个 平面 。 把 前 面 的 交角 表达 式 推广 ,很 自然 地 
建立 两 平面 之 间 相 对 于 曲面 风 = 0 的 交角 的 表达 式 。 正 和 前 面 一 


中 见 前 面 已 经 引 过 的 《关于 四 元 数 的 第 六 个 专 论 ) 一 文 , 见 本 童 第 一 节 。 
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样 , 我 们 从 二 次 型 和 它 的 极 型 的 值 ,建立 公式 
aiaz Pb 二 + 7Y — e010 


用 这 个 方法 得 到 一 个 表达 式 , 它 显然 是 不 变量 , 且 e = 0 时 即 为 欧 氏 
几何 的 交角 公式 。 

把 两 点 间距 离 的 表达 式 转 换 到 非 欧 度量 系统 ,就 不 是 那么 直 截 
了 当 。 困 难 在 于 ,现在 有 一 个 行列 式 不 为 零 的 二 次 型 代替 了 行列 式 
为 零 的 二 次 型 闪 欧 氏 度量 系统 的 特征 )。 但 是 ,如 果 我 们 用 严格 的 
对 偶 方式 得 出 交角 的 定义 ,我 们 就 能 发 现 怎样 去 建立 距离 的 表达 式 。 
这 样 ,我 们 就 一 定 能 得 到 一 个 不 变量 。 首 先 ,我 们 建立 点 坐标 的 曲面 
方程 = 0。 前 面 讲 过 ,用 点 坐标 对 $ 的 行列 式 A 加 边 ,我 们 得 它 的 
左 侧 f(&€, 7,&, 7) 


WwW 二 aICCOS 


1 0 0 QO: 专 
0 10 0 
f=|I0 0 1 0 £8 =e(§+7 二 0)—e, 
0 0 0 —e 7 
过 .0 


现在 写 出 f 的 极 形式 , 除 以 了 在 点 1 和 点 2 之 值 的 平方 根 的 积 ,然后 
取 余 弦 , 把 w 的 表达 式 转变 为 


A 力 六 十 5 5) 一 mi 
VT RT) Tr Ve Rt re 
在 此 插入 因子 ,以 便 使 我 们 能 按 习 惯 做 法 那样 选择 任意 线段 为 单 
位 长 。 而 且 , 当 我 们 转 回 到 欧 氏 几何 上 时 ,这 也 是 必要 的 。 我 们 必须 
设想 , 当 e 是 负数 时 ,k 是 实 的 ; 当 。 是 正 数 时 ,k 是 纯 虚 数 , 以便 使 得 
对 于 所 有 实 点 ,或 至 少 在 所 有 实 点 的 某 个 子 区 域内 ( 当 s 之 0 时 ),r 
都 是 实数 ,从 而 为 非 欧 几 何 给 出 实 的 基础 。 


Y = karccos 
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我 们 现在 已 得 到 忠 离 的 一 般 定 义 。 剩 下 只 需 证 明 , 当 € = 二 0 时， 
得 出 欧 氏 几何 中 通常 的 表达 式 。 这 不 像 对 角 w 所 作 的 那样 容易 。 因 为 
如 果 令 。 一 0, 则 其 商 即 为 1, 而 并 等 于 零 或 任意 2x 倍数 。 尽 管 有 这 
样 一 个 奇怪 结果 ,我们 还 是 可 以 通过 某 种 办 法 最 终 求 得 欧 氏 表达 式 。 


方便 的 办 法 是 : 通过 关系 arccosa == arcsinV 1 一 @ ,把 定义 r 的 方程 
改变 。 消 去 一 个 公分 母 之 后 ,我 们 得 到 ~ 的 值 为 


{el 人 1 二 71 十 人) 一 51){e(6z 十 7272 十 562) 
—) — (el(&é& 十 人 态 交 十 Hb) — nt) 
{e(é24+ n+ C2) — ri} {el nt 2) 一 rr) 


我 们 现在 可 以 很 容易 地 改变 分 母 。 事 实 上 ,可 使 用 已 知 的 行列 式 关 
系 证 明 ,f 在 点 1 的 值 ( 即 二 次 型 下 的 被 加 了 一 次 边 的 行列 式 A) 乘 
以 在 点 2 的 同样 行列 式 , 减 去 对 点 1 与 点 2 取 的 极 形式 ,等 于 行列 式 
A 与 将 它 用 点 1 与 2 的 坐标 加 边 两 次 所 得 的 行列 式 之 积 , 即 等 于 积 


karcsin 


1 0 0 0 和 & 
1 0 0 6 0 人 力 水 
0 1 0 0 0 1 0 Lr 6 
0 0 1 0 0 0 ~—e rr zz 
0 00 一 引 I& mn & 0 0 
名 hp 名 r 0 0 
完成 这 个 乘法 后 ,可 得 


一 上 ((&t CO—&r)’ 十 /2 mr) + (tr — bn)’ 

一 Ee(nb 一 mh 一 E(t 一 5 —€(& np 一 包办)) 。 
任何 一 个 不 熟悉 行列 式 计算 技巧 的 人 都 可 以 用 直接 变换 证 明 ,这 个 
表达 式 恒 等 于 前 面 > 的 表达 式 的 分 子 。 如 果 将 此 式 子 插入 r 的 公 
式 , 并 令 。 = 二 0, 由 于 因子 V 一 e, 当然 得 到 和 第 一 个 形式 一 样 的 结果 
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i arcsin0 一 0。 
k 


但 如 果 我 们 不 允许 e = 0, 只 使 它 变 得 非常 小 ,作为 一 级 近似 ,arcsin 
将 等 于 sin。 在 分 子 中 可 以 忽略 各 乘 以 s 的 3 个 平方 项 ,而 在 分 母 中 
可 以 忽略 乘 以 s 的 项 。 作 为 一 级 近似 , 剩 下 了 


CC 
我 们 现在 已 找到 了 前 面 说 过 的 方法 。 在 过 渡 到 极限 。 -> 0 的 过 程 
中 ,我 们 对 不 指定 一 个 固定 值 ,而 是 使 其 变 成 无 穷 大 ,并 使 lim(& 。 
v 一 s) 一 1。 为 此 ,当然 必须 根据 s 趋向 零 时 是 取 正 值 或 负 值 而 分 别 
使 取 纯 虚数 或 实数 。 但 在 这 个 过 渡 到 极限 的 过 程 中 ,显然 可 取得 
欧 氏 几何 的 距离 表达 式 。 

按照 我 们 的 方式 去 考虑 二 次 型 f 的 几何 意义 以 及 这 里 的 解析 
表达 式 的 意义 ,就 可 以 得 出 结论 : 实际 上 , es > 0 是 第 一 类 非 欧 几何 
的 情况 ,e 二 0 是 第 二 类 非 欧 几何 的 情况 ,而 s = 0 当然 是 欧 氏 几何 的 
情况 。 这 里 不 能 给 出 全 部 论据 ,为 此 必须 请 你 们 参考 我 在 (数学 年 
刊 ) 第 4 卷 中 的 文章 2?。 那 个 时 候 ,我 曾 建议 把 这 3 类 几何 定名 为 双 
曲 形 、 椭 贺 形 和 抛物 形 , 因 为 两 条 实 、 两 条 虚 或 两 条 重合 的 平行 线 的 
存在 ,恰好 对 应 于 3 种 圆锥 曲线 的 渐 近 线 的 情况 ,以 后 你 们 会 在 文献 
中 经 常 看 到 这 些 名 称 。 

我 将 用 例子 详细 说 明 , 从 距离 的 表达 式 中 会 得 出 怎样 的 平行 线 
定理 。 为 此 在 平面 上 选择 双 曲 型 几何 的 例子 。 于 是 必须 令 第 三 个 坐 
标 等 于 零 。 我 们 的 二 次 型 变 成 盏 一 吧 十 让 一 6? , 当 它 等 于 零 时 代表 
一 条 实 圆锥 曲线 , 且 因 。 > 0, 我 们 可 以 设想 它 为 一 个 椭圆 。 距 离 公 
式 取 形式 


又 需 注意 我 写 的 “Einfiihrung in die nichteuklidische Geometrie”, 这 是 我 的 非 欧 几 
何 讲义 油印 本 的 修订 本 ,即将 出 版 (W. 罗 森 鲍 姆 (W. Rosenbaum) 编 ) 。 
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7 = karccos ne/ es 包 十 2 ， 
其 中 上 为 纯 虚 数 。 不 难 理解 ,对 于 处 在 此 圆锥 曲线 内 部 的 点 ,这 个 公 
式 取 实 数值 ,我 们 把 内 部 的 点 理解 为 平面 内 的 所 有 点 ,从 这 些 点 作 不 
出 圆锥 曲线 的 实 切线 。 因 此 , 双 曲 型 几何 学 的 运算 域 完全 由 这 些 内 
点 和 位 于 内 部 的 直线 组 成 。 圆 锥 曲 
线 上 的 点 (图 21. 22) 本 身 表 示 无 穷 远 
pr 域 ,因为 由 公式 得 到 的 每 个 点 1 到 圆 
锥 曲线 上 点 2( 对 它 , e( 名 十 2) 一 二 
0) 的 距离 为 cc。 因 此 ,在 这 个 意义 
上 ,在 双 曲 型 几何 中 ,每 条 直线 上 有 
图 21. 22 两 个 无 穷 远 点 , 即 为 它 与 圆锥 曲线 
$= 一 0 的 交点 。 但 每 条 射线 a 只 有 一 个 无 穷 远 点 。 如 果 有 一 条 直线 g 
和 不 在 其 上 的 一 点 O, 则 按 前 面 的 定义 ,过 O 的 平行 线 是 连接 点 O 
与 g 上 移 向 无 穷 远 的 点 之 连 线 的 极限 位 置 ,而 在 这 里 就 是 连接 点 O 
与 g 和 圆锥 曲线 交点 的 直线 。 于 是 ,有 两 条 本 质 不 同 的 平行 线 ,每 
一 条 附属 于 g 的 两 个 方向 中 的 一 个 。 

请 再 同上 述 欧 氏 几何 第 一 个 体系 作 一 番 比 较 。 该 体系 从 运动 群 
出 发 ,而 运动 群 就 是 保持 度量 不 改变 的 全 部 共 线 变换 。 在 非 欧 几何 
中 有 类 似 的 这 种 共 线 变换 。 一 个 一 般 的 二 次 齐 次 方程 有 10 项 , 故 有 
9 个 本 质 常数 。 在 最 一 般 的 空间 共 线 变换 中 ,共有 15 个 任意 参数 ， 
故 存在 一 个 六 重 无 穷 的 共 线 变换 , 它 把 给 定 的 二 次 型 (例如 二 次 型 
6) 变 成 自身 。 确 实 , 这 是 使 我 们 导出 的 度量 关系 保持 不 变 的 条 件 。 
因此 ,在 每 种 非 欧 几 何 中 也 存在 一 个 六 重 无 穷 的 “运动 " 群 , 它 保持 w 

和 > 不 变 。 对 于 平面 上 的 情况 ,参数 会 像 以 前 一 样 减 为 3 个 。 
因此 ,我 们 也 能 从 一 个 运动 群 的 存在 出 发 来 发 展 每 种 非 欧 几 何 。 
余下 只 需 指出 , 较 早 的 体系 怎样 会 单单 导出 欧 氏 几何 。 当 然 ,其 理由 
在 于 : 我 们 从 运动 中 选 出 了 特殊 的 所 谓 平行 移动 的 两 参数 (在 空间 
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中 是 3 个 参数 ) 子 群 , 它 的 轨 线 都 是 直线 。 在 任何 非 欧 几何 中 没有 这 
样 的 子 群 ,又 因 我 们 一 开始 就 假设 它们 是 存在 的 ,所 以 就 永远 不 可 能 
导出 非 欧 几何 ,而 只 能 导出 欧 氏 几 何 。 

最 后 ,让 我 提出 若干 建议 ,以 结束 对 非 欧 几何 的 专题 讨论 。 

(1) 我 上 面 已 经 讲 过 ,在 哲学 界 , 以 往 非 欧 几 何 经 常 不 能 得 到 
充分 的 理解 。 但 另 一 方面 ,我 必须 强调 的 是 ,今天 它 已 被 数学 科学 
所 广泛 承认 。 事 实 上 , 它 有 许多 用 途 ,例如 在 现代 函数 论 和 群 论 
中 , 它 已 被 当 作 十 分 方便 的 手段 ,使 算术 上 复杂 的 种 种 关系 变 得 一 
目 了 然 。 

(2) 每 一 个 教师 都 肯定 应 该 懂 点 非 欧 几何 , 它 已 经 是 广泛 谈论 
的 少数 几 个 数学 部 分 之 一 ,至 少 有 的 人 常常 把 它 挂 在 嘴 边 上 。 所 以 ， 
任何 教师 都 会 随时 随地 被 问 到 这 方面 的 问题 。 在 物理 学 上 , 像 这 样 
人 人 挂 在 嘴 边 的 问题 当然 更 多 ,每 一 个 教师 不 可 不 知 。 事 实 上 ,物理 
学 上 几乎 每 一 项 发 明 都 属于 教师 应 知 的 范围 。 身 为 物理 教师 ,却说 
不 上 什么 叫 伦琴 射线 ,什么 叫 锚 , 这 是 能 够 想象 的 吗 ? 一 个 回答 不 了 
非 欧 几何 问题 的 数学 教师 ,也 不 会 给 人 以 很 好 的 印象， 

(3) 另 一 方面 ,我 又 着 重建 议 , 不 可 像 某 些 热心 人 始终 建议 的 那 
样 ,把 非 欧 几何 引入 正规 的 中 学 课程 (除非 感 兴趣 的 学 生 问 到 的 时 候 
偶尔 作 一 些 提示 )。 只 要 遵照 上 述 建议 ,让 学 生 真正 学 会 欧 氏 几何 ， 
我 们 也 应 该 心满意足 了 。 不 过 无 论 如何 , 教 师 总 应 该 比 一 般 学 生 多 
知道 一 些 。 

我 想 再 简单 地 讨论 一 下 非 欧 几何 所 引起 的 现代 数学 的 进一步 发 
展 。 非 欧 几何 的 一 个 结果 , 即 欧 氏 平行 公理 在 逻辑 上 是 独立 于 其 他 
公理 的 ,已 经 造成 了 一 个 良好 的 开端 。 它 推动 了 对 其 他 几何 公理 之 
间 的 逻辑 依赖 性 或 独立 性 的 研究 。 由 此 产生 了 现代 几何 公理 理论 ， 
紧 紧 地 遵循 旧 的 研究 已 开辟 的 道路 ,确定 了 哪些 几何 部 分 可 以 不 用 
某 些 公理 而 建立 起 来 ,也 确定 了 是 否 可 以 通过 与 给 定 公理 相反 的 假 
设 而 获得 一 个 没有 矛盾 的 体系 , 即 所 谓 “ 拟 几何 学 ”。 


。222 。 高 观点 下 的 初等 数学 


这 一 方面 最 重要 的 著作 ,是 希 尔 伯 特 的 《几何 基础 站 。 与 以 往 
的 研究 相 比 ,这 本 书 的 主要 目的 是 以 上 述 方式 确定 连续 性 公理 的 意 
义 。 这 当然 首先 要 重新 安排 几何 公理 系统 ,使 得 一 直 放 在 开头 的 连 
续 性 公理 在 结尾 出 现 。 例 如 ,在 我 们 的 非 欧 几何 体系 中 ,不 能 利用 把 
平行 概念 放 在 开头 的 关于 公理 的 第 一 种 安排 。 相 反 ,不 得 不 男 外 建 
立 一 套 公理 系统 ,使 大 部 分 讨论 不 涉及 和 平行 性 ,而 将 平行 公理 加 在 最 
后 。 和 希 尔 伯 特 公理 系统 把 上 述 重大 的 不 同 丢 在 一 边 ,主要 与 我 们 讲 
的 初等 几何 的 第 二 种 发 展 相 一 致 。 

在 这 个 意义 上 可 以 说 , 希 尔 伯 特 对 不 用 连续 性 公理 可 以 把 几何 
学 发 展 到 什么 程度 进行 了 探讨 。 他 的 讨论 也 把 " 拟 几 何 学 "包括 在 
内 ,其 中 除了 连续 性 公理 外 ,所 有 其 他 几何 公理 都 有 效 。 这 种 几何 本 
质 上 是 直线 上 的 点 和 普通 实数 (点 的 坐标 ) 一 一 对 应 ( 见 本 章 开头 部 
分 及 第 一 节 )。 当 然 ,我 不 可 能 详细 介绍 希 尔 伯 特 的 研究 思路 ,以 及 
他 所 得 到 的 ,关于 某 些 几何 定理 与 公理 之 间 逻 辑 联系 的 有 趣 的 结果 。 
我 只 作 这 点 解释 ,关于 上 述 一 切 ,请 你 们 去 读 希 尔 伯 特 的 原著 。 但 我 
要 提醒 的 是 ,我 们 在 上 卷 中 讨论 过 的 内 容 就 是 他 的 非 阿 基 米 德 几 
何 2 ,而 他 的 非 阿 基 米 德 几何 实际 上 是 这 样 的 一 种 拟 几何 学 , 原来 以 
阿 基 米 德 命 名 而 现在 常常 附 上 欧 多 元 斯 (公元 前 约 350 年 ) 名 字 的 连 
续 性 公理 不 再 成 立 , 即 两 个 不 同 点 的 横 坐 标 可 以 只 相差 一 个 "真正 无 
穷 小 的 量 ”, 它 的 任何 有 限 信 数 都 不 能 等 于 一 个 普通 的 有 限 实数 。 

对 现代 公理 理论 就 简单 地 谈 这 些 , 但 在 结束 之 前 ,我 还 要 讲 讲 几 
何 公 理 和 和 定理 的 本 质 。 当 然 , 这 将 使 我 脱离 数学 的 严格 范围 而 进入 
哲学 和 认识 论 的 领域 。 我 已 经 强调 过 今天 绝 大 多 数 人 在 理性 上 所 持 
有 的 一 致 观点 , 即 这 里 所 涉及 的 是 一 些 主导 的 概念 和 公理 ,必须 放 在 
几何 学 的 前 面 , 以 便 按 纯粹 的 逻辑 从 中 推导 出 数学 证 明 。 但 这 种 一 
致 观点 并 没有 回答 关于 这 些 主 导 概 念 和 公理 的 真正 本 质问 题 。 老 的 


中 第 六 版 ,莱比锡 和 柏林 ,1922 年 。 
@ ， 见 第 一 卷 ( 分 析 》 部 分 ,第 九 章 第 一 节 。 
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观点 是 ,它们 是 每 个 人 的 知觉 的 所 有 物 ,明显 而 简单 ,没有 人 会 对 它 
们 提出 疑问 。 但 这 个 观点 在 很 大 的 程度 上 已 被 非 欧 几何 的 发 现 而 动 
摇 , 因 为 非 欧 几何 已 明确 表示 ,空间 的 直观 与 逻辑 绝 不 会 强行 导出 欧 
氏 几 何 ( 见 本 节 开 头 部 分 )。 相 有 反 , 我 们 看 到 ,在 与 平行 公理 相 矛 盾 的 
假设 下 ,我 们 得 到 一 个 以 任意 近似 程度 代表 实际 知觉 关系 的 ,人 逻辑 上 
封闭 的 几何 体系 。 不 妨 说 ,平行 公理 是 空间 关系 的 最 简单 的 一 种 表 
示 , 它 也 不 过 是 一 种 假设 。 一 般 来 说 ,基本 概念 与 公理 并 非 知 党 的 事 
实 , 而 是 对 这 些 事实 进行 适当 选择 并 加 以 理想 化 的 结果 。 例 如 ,一 个 
点 的 精确 概念 在 我 们 直接 的 知觉 中 是 不 存在 的 , 它 只 是 想象 的 极限 ， 
是 一 小 块 不 断 收缩 的 空间 在 我 们 心灵 上 的 反映 ,我 们 可 以 遇 近 它 ,但 
又 永远 不 能 达到 它 。 

与 此 相对 照 , 在 仅 对 事物 的 逻辑 感 兴趣 而 对 直观 或 认识 论 不 感 
兴趣 的 人 们 中 间 ,又 常常 发 现 另 一 种 观点 ,认为 公理 是 我 们 任意 作出 
的 说 法 ,而 基本 概念 同样 是 我 们 希望 用 来 进行 运算 的 任意 符号 。 当 
然 这 种 观点 有 些 道理 ,因为 在 纯 逻 辑 的 内 部 ,没有 这 种 公理 与 概念 的 
位 置 ,因此 必定 从 其 他 的 源泉 , 即 通 过 直觉 的 影响 ,得 到 依据 或 假设 。 
但 许多 作者 过 于 片面 地 强调 了 自己 的 观点 ,以 致 近年 来 ,在 现代 公理 
理论 方面 ,我 们 常常 发 现 自己 被 误 引 到 了 “ 唯 名 论 ” 哲 学 的 方向 上 。 
唯 名 论 哲 学 完全 丧失 了 对 事物 本 身 以 及 其 性 质 的 兴趣 ,所 讨论 的 是 
事物 的 命名 方式 及 人 们 使 用 名 称 所 依据 的 逻辑 。 例 如 说 ,我 们 称 3 
个 坐标 的 集 为 一 点 ,并 “没有 想到 任何 特定 的 物体 ”"。 而 只 要 某 些 说 
法 对 这 些 点 是 成 立 的 ,我 们 就 “任意 地 ”提出 公理 。 在 这 类 讨论 中 ,我 
们 可 任意 地 ,不 加 限制 地 建立 公理 ,只 要 满足 逻辑 规律 ,在 公理 的 完 
整 结构 中 没有 矛盾 出 现 就 行 了 。 我 不 能 同意 这 种 观点 。 我 认为 这 是 
一 切 科 学 的 死路 。 按 我 的 思想 方法 ,几何 公理 不 是 任意 的 ,而 是 可 以 
感觉 到 的 ,一 般 来 说 ,是 空间 直觉 的 反映 ,其 精确 内 容 随 宜 而 定 。 

前 面 我 不 断 插入 一 些 哲 学 观点 ,下 面 我 想 补充 说 明 一 下 几何 学 
的 历史 ,特别 是 对 几何 学 基础 的 看 法 的 变迁 。 与 上 卷 中 所 说 的 代数 、 
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算术 及 分 析 的 历史 对 比 ,我 们 一 开始 就 注意 到 了 几何 与 它们 有 很 大 
的 区 别 。 上 述 学 科 发 展 到 现代 的 形式 ,实际 上 只 有 儿 百 年 的 历史 。 
这 部 历史 起 自 1500 年 左右 , 即 从 人 们 用 十 进位 小 数 和 字母 以 约 数 计 
算 开 始 。 但 几何 学 早 就 是 一 门 独 立 的 学 科 , 其 历史 可 妃 湖 到 古 希腊 
时 代 。 它 在 古 希 腊 时 代 就 已 达到 很 高 的 发 展 阶段 ,以 致 长 期 以 来 , 几 
乎 到 今天 ,人 们 仍 把 希腊 几何 奉 为 一 门 完整 的 科学 的 典范 。 辣 时 , 闭 
名 的 欧 几 里 得 4 几何 原本 ;一 一 一 部 现存 的 最 重要 的 系统 教科 书 , 又 
一 癌 被 看 做 是 希腊 数学 的 全 部 。 确 实 , 在 有 关 科 学 领域 内 ,很 难 有 别 
的 一 本 书 ,能 在 这 样 长 的 时 间 里 保持 这 样 的 地 位 。 即 使 今天 ,每 个 数 
学 家 还 必须 使 用 欧 几 里 得 术语 。 


§ 21.3 了 欧 几 里 得 的 4 几何 原本 》 


我 首先 回 你 们 介绍 哥本哈根 市 J。L，' 海 伯 格 整理 的 欧 氏 几 何 
版 本 ,从 考据 学 观点 来 看 ,这 个 版 本 是 最 好 的 ,其 中 加 上 了 与 希腊 
文 原文 对 照 的 拉丁 文 译文 ,对 于 没有 学 过 希腊 文 的 人 也 很 有 帮助 。 
确实 , 欧 几 里 得 的 希腊 文 同 我 们 学 校 里 教 的 希腊 文 有 很 大 的 不 同 , 特 
别 是 在 术语 方面 。 至 于 作为 欧 氏 几何 入 门 的 文献 ,我 想 介绍 佐登 
(Zeuthen ) 的 Geschichte der Mathematik im Altertum und 
Mittelalter% 和 马克 斯 ， 西蒙 的 Euklid und die 6 planimetrischen 
BichnerQ@。 如 果 先 读 西 蒙 的 书 , 再 读 佐登 的 较 一 般 的 讨论 ,最 后 读 海 
伯 格 的 版 本 ,你 们 就 会 找到 入 门 的 途径 ,不 过 对 海 伯 格 版 本 应 当 想 尽 
一 切 方法 仔细 阅读 ,并 对 译文 持 批 判 怀疑 的 态度 。 

对 于 欧 儿 里 得 的 生平 ,我 们 知之 甚 少 , 只 知道 他 和 曾 于 公元 前 300 


DD Euclid’'s Opera Oria, 工 一 VY 册 ,Elementa, 莱 比 锡 ,1883 一 1888 年 。 

@ 哥本哈根 ,1896 年 ,佐登 。 

@ 莱比锡 , 1901 年 ,也 可 看 Abhand lungen zur Geschichte der mathematischen 
Wissenscha ften， 寻 。 还 可 参考 T，L* 希 思 (T.L，Heath) 根 据 海 伯 格 版 本 译 成 英文 的 欧 
儿 里 得 几何 原本 13 本 及 注释 ,3 卷 本 ,剑桥 ,1908 年 。 
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年 左右 生活 于 亚历山大 。 但 是 关于 当时 亚历山大 的 一 般 科学 活动 ， 
我 们 是 有 资料 的 。 在 亚历山大 帝国 建立 之 后 , 慢 慢 产生 了 把 过 去 几 
个 世纪 中 所 创造 的 一 切 加 以 收集 并 整理 成 一 个 统一 的 科学 体系 的 需 
要 ,因而 在 亚历山大 形成 了 一 种 教学 体系 ,相当 于 我 们 今天 的 某 几 个 
大 学 教学 阶段 。 但 是 当时 把 手头 资料 的 收集 与 整理 放 在 优先 于 使 科 
学 研究 自由 向 前 发 展 的 地 位 ,因而 在 整个 活动 中 表现 出 了 学 究 式 的 
倾向 。 : 

在 详细 讨论 《几何 原本 》 之 前 ,让 我 先 对 欧 几 里 得 或 不 如 干脆 说 
对 他 的 4 几何 原本 ;的 历史 地 位 或 科学 意义 说 几 句 一 般 性 的 评论 。 尽 
管 要 完全 了 解 欧 几 里 得 ,就 要 考虑 他 的 为 数 众 多 的 次 要 作品 ,不 过 我 
想 在 这 里 只 讨论 他 那 部 伟大 的 作品 也 就 够 了 ,因为 单单 那 一 部 作品 
就 已 经 取得 了 杰出 的 支配 地 位 ,而 从 我 们 的 立场 来 看 ,这 正 是 迫切 需 
要 讨论 的 。 

我 要 指出 ,之 所 以 需要 做 这 看 评论 ,是 因为 对 欧 几 里 得 (几何 
原本 》 的 不 正确 评价 的 潜在 原因 是 对 长 期 以 来 广 为 流 传 、 至 今 仍 深 
人 人 心 的 希腊 精神 的 盲目 崇拜 。 通 常 认为 ,名 腊 文 化 仅 限于 相对 
不 多 的 几 个 领域 内 ,但 在 这 些 领域 内 精 雕 细 刻 所 取得 的 成 就 ,始终 
是 可 望 而 不 可 即 的 最 高 典范 。 不 过 现代 考据 学 早已 证 明 这 个 观点 
是 站 不 住 脚 的 。 考 据 学 告诉 我 们 ,希腊 人 曾 孜 孜 不 伴 地 涉足 于 一 
切 人 类 文化 领域 而 不 是 少数 领域 ,其 尽 可 能 表现 出 的 多 才 多 艺 , 是 
没有 一 个 民族 能 相 比 的 。 对 于 他 们 那个 时 代 来 说 ,他 们 在 每 一 个 
领域 中 的 成 就 确实 是 值得 钦佩 的 ,但 是 在 很 多 事情 上 确实 也 没有 
超越 我 们 今天 认为 是 最 初步 的 水 平 。 可 以 说 ,没有 一 个 领域 已 达 
到 古今 人 类 成 就 的 最 高 峰 。 

特别 就 数学 来 说 ,这 种 对 吝 和 希腊 的 过 高 估计 (或 许 我 应 说 估计 不 
足 ) ,表现 在 这 样 一 个 武断 上 ,说 古 希腊 人 对 几何 学 十 分 注意 ,已 建立 
了 一 个 不 能 超越 的 体系 。 这 种 信念 特别 已 造成 对 欧 几 里 得 《几何 原 
本 ) 的 盲目 崇拜 ,居然 声称 这 样 一 种 体系 已 完全 实现 。 与 这 种 陈腐 的 
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信念 相反 ,我 愿 断言 ,虽然 古 希腊 人 不 仅 在 几何 学 方面 ,而 且 在 各 个 
数学 领域 进行 了 卓有成效 的 研究 ,但 我 们 今天 在 每 个 领域 ,当然 也 包 
括 几何 学 领域 在 内 ,已 经 超过 了 他 们 。 

下 面 我 要 详细 讨论 这 个 结论 ,并 竭力 证 明 此 言 非 虚 。 在 写 ( 几 何 
原本 ) 时 , 欧 几 里 得 的 目的 绝 不 是 想 编 一 本 集 当 时 几何 知识 大 成 的 百 
科 全 书 ,否则 他 不 会 把 当时 肯定 已 了 解 的 一 些 几 何 部 分 完全 忽略 过 
去 。 我 只 要 提 到 十 希腊 人 已 开始 进行 广泛 研究 的 圆锥 曲线 和 高 次 曲 
线 理论 9 就 可 以 了 ,尽管 这 种 理论 到 了 阿波 罗 尼 斯 (Apollonius, 公 元 
前 200 年 左右 ) 手 里 才 得 到 充分 的 发 展 。 而 且 ,几何 原本 }》 只 不 过 是 
准备 对 几何 学 因而 也 是 对 数学 本 身 给 出 一 个 导论 。 因 此 , 它 看 来 是 
为 特定 的 目的 而 写 , 只 准备 讲解 柏拉图 学 派 认为 必要 的 数学 内 容 ,以 
便 作为 一 般 哲 学 研究 的 预备 知识 。 记 住 了 这 一 点 ,我 们 就 明白 了 把 
重点 放 在 阐明 逻辑 联系 ,把 几何 学 当 作 一 个 封闭 体系 来 对 待 ,而 把 一 
切实 际 应 用 抛 到 一 边 的 原因 。 为 了 有 利于 这 个 体系 ,他 当然 也 把 当 
时 还 没有 充分 发 展 . 不 符合 他 需要 的 整整 一 部 分 理论 知识 放 过 了 。 

如 果 与 在 欧 几 里 得 稍 后 不 久生 活 于 公元 前 250 年 左右 叙 拉 古 的 
希腊 最 著名 数学 家 阿 基 米 德 的 个 性 与 成 就 来 对 比 , 我 们 就 可 以 对 欧 
几 里 得 (几何 原本 ;内容 与 当时 整个 希腊 数学 范围 相对 而 言 的 局 限 性 
得 到 一 个 正确 的 印象 。 我 只 提 几 个 特别 有 趣 和 突出 的 事实 。 

(1) 阿 基 米 德 对 数值 计算 表现 了 强烈 的 探讨 兴趣 ,这 与 欧 几 里 
得 (几何 原本 ;里 的 主导 精神 形成 了 鲜明 的 对 比 。 事 实 上 , 阿 基 米 德 
的 最 大 功绩 之 一 ,就 是 用 逼近 圆 的 正 多 边 形 计算 了 x。 在 其 他 的 结 


果 中 ,他 推导 出 了 x 的 近似 值 为 学 。 我 只 提 这 一 个 确定 的 例子 就 中 


以 说 明了 间 题 。 而 欧 几 里 得 对 这 样 的 数值 却 没有 表现 出 一 丝 兴 趣 。 
相反 ,我 们 在 欧 几 里 得 几何 中 却 只 见 提 到 两 个 贺 相 互 依赖 于 它们 的 
半径 的 平方 或 两 个 圆周 相互 依赖 于 其 半径 的 目 身 ,而 对 于 比例 因数 


@ 欧 几 里 得 本 人 也 写 过 圆锥 曲线 的 文章 ,但 没有 保留 干 来 。 


第 二 十 一 章 几何 学 基础 。227，。 


x, 却 连 计算 的 尝试 都 没有 。 

(2) 阿 基 米 德 的 特点 是 对 应 用 的 广泛 兴趣 。 众 所 周知 ,他 发 现 
了 水 力 静 力学 的 原理 ,并 和 且 制造 出 一 些 有 效 的 机 器 ,以 此 积极 地 参加 
了 儿 拉 古 的 保卫 战 。 相 反 ,我 们 从 网 几 里 得 一 次 也 没有 提 到 最 简单 
的 绘图 仪器 一 一 圆规 和 直 尺 这 个 事实 ,显然 可 以 看 出 他 对 应 用 的 关 
注 如 此 之 少 。 他 只 是 抽象 地 假设 过 ,通过 两 点 可 作 一 条 直线 或 围绕 
一 点 可 作 一 个 圆 ,而 对 如 何 去 做 , 却 只 字 未 提 。 在 这 种 地 方 , 欧 几 里 
得 无 疑 是 处 于 某 些 古 代 哲 学 学 派 的 统治 思想 的 影响 下 ,以 为 某 门 学 
科 的 实际 应 用 是 等 而 下 之 的 、 摆 夫 之 所 为 。 遗 憾 的 是 ,这 种 观点 今天 
在 很 多 地 方 仍 占 上 风 , 始 终 还 有 一 些 大 学 教师 置 应 用 于 不 悄 一 顾 之 
地 , 视 之 为 有 伤 大 雅 。 对 这 种 傲慢 的 观点 应 该 予以 痛击 。 每 一 项 值 
得 钦佩 的 成 就 ,无 论 是 在 理论 方面 或 是 在 实用 方面 ,我 们 都 应 当 予 以 
同样 高 的 评价 。 我 们 应 当 让 每 一 个 人 从 事 他 最 倾心 的 工作 。 这 样 ， 
任何 一 个 人 都 会 表现 得 更 多 才 多 艺 ,把 他 掌握 的 才能 更 多 地 发 挥 出 
来 。 像 阿 基 米 德 .牛顿 .高 斯 这 些 最 著名 的 数学 家 ,总 是 把 理论 和 应 
用 一 致 包括 在 研究 范围 内 。 

(3) 最 后 , 另 一 个 差别 更 应 引起 注意 。 阿 基 米 德 是 伟大 的 研究 
家 和 开拓 者 ,他 的 每 一 部 著作 都 推动 了 知识 的 进步 。 但 是 欧 几 里 得 
《几何 原本 ;所 关心 的 ,只 是 收集 手头 已 经 掌握 的 知识 并 使 之 系统 化 。 
这 就 是 表述 方式 之 所 以 不 同 的 原因 ,去 年 那 一 学 期 我 谈 到 数学 的 一 
般 结 构 时 曾 提请 你 们 注意 Q。 在 这 一 方面 ,1906 年 发 现 的 阿 基 米 德 
的 一 份 手稿 @, 是 特别 具有 代表 意义 的 。 在 这 份 手稿 中 ,他 向 一 个 从 
事 科 学 研究 的 朋友 透露 了 他 最 近 对 空间 图 形体 积 的 研究 。 他 的 表述 
非常 像 我 们 今天 的 教学 方法 。 他 用 演绎 法 一 步 步 前 进 , 先 提示 思路 ， 


中 见 第 一 卷 第 一 部 分 附录 :《 论 数学 的 现代 发 展 及 一 般 结构 》。 

@ 见 海 伯 格 及 优 登 的 Bine neue Schrift des Archimedes ,莱比锡 ,1907 年 , 收 于 《 数 
学 丛书) 第 7 卷 第 3 册 , 第 321 页 及 以 后 部 分 。 还 可 参考 TT，L: 希 思 整 理 的 阿 基 米 德 著 
作 版 本 ,由 我 译 成 了 德 文 (柏林 ,1914 年 ) ;那里 附 有 手迹 , 见 第 413 页 及 以 后 各 页 。 
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绝 不 使 用 欧 几 里 得 (几何 原本 》 中 假设 证明、 结论 那 种 僵硬 的 排列 。 
此 外 ,在 这 个 新 发 现 之 前 已 经 了 解 , 古 希腊 人 对 系统 化 课程 除了 使 用 
“ 欧 几 里 得 ? 式 的 这 种 固定 化 的 表述 外 ,还 使 用 一 种 自由 的 演绎 方式 ， 
当时 不 仅 研究 者 使 用 ,而 且 教 师 在 教学 上 也 使 用 这 种 方法 。 或 许 欧 
几 里 得 在 其 他 著作 以 及 教学 中 也 使 用 过 这 种 方法 。 事 实 上 , 那 时 在 
亚历山大 有 过 一 些 类 似 于 我 们 今天 的 油印 讲义 那样 的 东西 , 称 为 
“hypomnemata”, 即 散 页 的 口头 表述 内 容 的 笔录 。 

这 已 足以 成 为 (几何 原本 ) 与 当时 希腊 数学 全 部 范围 的 对 比 。 作 
为 上 述 讨论 的 结论 ,我 将 通过 几 个 简单 的 例子 来 说 明 , 现 代数 学 超越 
希腊 之 处 已 有 多 远 。 重 要 的 差别 之 一 是 : 古 希 腊 人 不 具有 独立 的 计 
算 或 分 析 学 科 , 既 不 具有 便于 数值 计算 的 十 进 制 小 数 ,也 不 一 般 地 使 
用 计算 字母 。 正 如 我 在 去 年 冬天 讲座 中 所 说 的 ,这 两 者 都 是 近代 文 
艺 复兴 时 期 的 发 明 。 因 此 , 古 希 腊 人 只 好 用 几何 形式 的 运算 ,用 线段 
或 其 他 几何 量 的 作 图 运算 来 代替 数字 运算 , 比 我 们 的 算术 运算 麻烦 
得 多 。 此 外 , 古 希 腊 人 也 没有 负数 和 虚数 ,而 负数 与 虚数 实际 上 为 我 
们 的 算术 运算 和 分 析 提 供 了 方便 的 工具 。 因 而 古 希腊 人 缺少 能 把 一 
切 可 能 情况 包括 在 一 个 公式 中 的 一 般 化 方法 。 对 各 种 情况 的 令 人 望 
而 生 厌 的 细 分 碎 辨 ,对 他 们 具有 重要 的 作用 。 这 种 缺陷 在 几何 学 中 
往往 十 分 明显 ,而 今天 借助 于 分 析 的 工具 ,正如 我 们 在 这 些 讲座 中 实 
际 所 作 的 那样 ,我 们 能 轻而易举 地 达到 高 度 的 一 般 化 。 不 用 区 分 种 
种 个 别 情况 。 指 出 这 几 点 已 足以 说 明 问 题 ,你 们 可 以 根据 本 身 的 知 
识 , 再 提出 其 他 许多 例子 ,以 说 明 现代 数学 超越 于 希腊 数学 之 处 。 

在 对 欧 几 里 得 (几何 原本 》 作 了 这 个 一 般 性 评论 之 后 ,我 们 现在 
可 以 转向 具体 的 讨论 。 让 我 先 简单 地 讲 一 讲 (几何 原本 ;第 13 卷 即 
第 十 三 章 的 内 容 @。 

第 1 卷 至 第 6 卷 讲 的 是 平面 几何 。 前 4 卷 包含 关于 线段 . 角 ` 面 


d 也 有 第 14 卷 与 第 15 卷 一 说 ( 海 伯 格 版 本 ,第 5 卷 ); 但 这 两 卷 非 欧 氏 所 作 。 第 14 
卷 更 可 能 出 自 海 珀 西 克 斯 (Hypsikles) 手 笔 ; 第 15 卷 出 自 大 马 斯 克 斯 (Damaskics) 之 手 。 


第 二 十 一 章 几何 学 基础 。229 ， 


积 之 类 基本 几何 形状 的 一 般 讨 论 和 关于 最 简单 的 几何 图 形 ( 三 角形 、 
平行 四 边 形 、 圆 、 正 多 边 形 等 ) 的 理论 ,讲法 和 今天 相同 。 与 此 相 联 
系 ,第 2 卷 绘 出 了 几何 量 的 初等 算术 运算 与 代数 运算 ,例如 两 个 线段 
a，b 之 积 a， 6。 用 一 个 矩形 来 表示 。 如 果 我 们 今天 希望 把 乘积 a* 6。 
与 c。d 加 起 来 ,我 们 就 可 以 用 算术 方法 立刻 算出 来 ,但 那 时 为 了 再 
用 一 个 矩形 来 表示 乘积 ,必须 把 两 个 矩形 a* 和 c“。d 变 成 具有 等 
底 的 两 个 矩形。 

第 5 卷 大 大 深入 了 一 步 , 引 入 了 一 般 正 实数 的 几何 等 价 量 ,这 就 


是 欧 几 里 得 称 之 为 “理性 的 ”X67Yos) 任 意 两 个 线段 a, 5b 之 比 ;>。“ 理 
性 的 ”这 个 词 是 怎么 来 的 ,我 在 上 一 学 期 对 无 理 数 进行 一 般 讨 论 时 
已 经 提 到 过 ( 见 第 一 卷 第 二 章 )。 这 个 发 展 的 关键 是 两 个 比 世 与 李 


相等 的 定义 。 这 个 定义 必须 具有 绝对 的 一 般 性 ,因而 当 如 是 我 们 


所 指 的 无 理 数 时 , 即 当 线段 a 和 65 是 不 对 称 ( 欧 几 里 得 的 说 法 ) 时 ， 
也 应 保持 。 欧 几 里 得 的 这 个 所 谓 不 对 称 , 也 就 是 没有 公测 度 ,后 来 
就 译 成 “不 可 通 约 ”"。 欧 几 里 得 的 作法 如 下 : 他 取 任 两 整数 mw. 和 ， 
并 分 别 比较 m，a, nb 和 m。，c, n。4d 的 长 度 ,从 而 在 3 个 关系 


m*。a 罕 nb 或 mic 宇 n。d 
中 ; 必 有 一 个 成 立 。 如 对 任意 值 mm, Nn, 在 两 种 情况 下 总 是 给 出 同样 
的 符号 , 则 称 广 = 万 。 这 完全 对 应 于 戴 德 金 引 入 无 理 数 时 所 采取 的 


著名 的 分 割 过 程 。 
现在 欧 几 里 得 进一步 考虑 怎样 计算 这 些 比 ,并 发 展 了 他 的 著名 


的 比例 理论 , 即 用 以 说 明 型 为 = -5 之 方程 所 有 可 能 的 代数 变换 


的 几何 定理 。 欧 几 里 得 用 “相似 ”这 个 词 来 表示 比 ,他 的 意思 是 这 两 
对 量 的 “有 理性 ”是 相同 的 。 你 们 看 , “相似” 这 个 词 的 最 初 意义 和 现 
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在 的 差别 有 多 远 ! 不 过 在 数学 中 ,这 个 词 在 某 些 地 方 还 保持 着 古 义 。 
三 角 学 中 现在 仍 说 “ 纳 皮尔 相似 ”因为 必 与 某 些 比 全 有关。 说 实在 
的 ,现在 看 来 没有 几 个 人 知道 这 个 名 称 的 真正 意义 。 

比例 理论 是 数学 教学 中 仍然 保持 着 欧 几 里 得 传统 的 一 个 典型 例 
子 。 即 使 今天 ,许多 学 校 ( 也 许 是 大 多 数学 校 ) 仍 把 这 个 理论 当 作 几 
何 学 中 专门 的 一 章 来 教 。 实 质 上 ,我 们 现代 算术 已 经 把 它 完 全 包括 
在 内 ,因此 在 教 这 个 理论 之 前 已 经 教 了 两 次 一 一 一 次 是 在 学 习 比 例 
时 ; 另 一 次 是 在 用 字母 进行 计算 之 初 。 为 什么 同一 件 事 要 教 3 次 ,而 
且 要 套 上 特别 神秘 的 几何 外 衣 呢 ?实在 令 人 费解 。 这 样 做 对 学 生 必 
然 是 很 难以 理解 的 。 唯 一 的 原因 就 是 人 们 仍然 抱 着 欧 几 里 得 的 老 的 
设想 不 放 。 但 是 过 去 欧 几 里 得 所 抱 的 合理 目的 是 想 用 比例 理论 来 代 
替 他 所 缺乏 的 算术 手段 ,对 于 我 们 就 完全 不 必要 了 。 

对 于 今天 比例 理论 处 理 办 法 所 进行 的 这 个 批评 , 当然 并 不 是 贬 
低 欧 几 里 得 《几何 原本 ) 第 5 卷 的 科学 意义 。 它 的 科学 意义 当然 很 伟 
大 ,因为 其 中 第 一 次 给 出 了 一 一 用 现代 术语 来 讲 一 一 无 理 数 计算 的 
严格 基础 , 即 置 于 精确 的 定义 基础 上 。 我 们 在 这 里 清楚 地 看 到 , 欧 几 
里 得 的 4 几何 原本 》 无 论 过 去 或 现在 都 绝 非 像 有 些 人 往往 错误 地 认为 
那样 是 一 本 中 学 教科 书 。 相 反 , 它 是 针对 具有 科学 思考 能 力 的 成 熟 
的 读者 的 。 

我 必须 提 到 一 个 传统 的 观点 ,认为 这 个 第 5 卷 不 是 欧 几 里 得 本 
人 写 的 ,真正 作者 是 克 尼 多 斯 的 欧 多 克 斯 。 事 实 上 ,人 们 向 来 不 把 
《几何 原本 ; 浅 做 是 一 本 统一 的 著作 , 而 看 做 是 把 旧 有 的 各 个 不 同 部 
分 编 在 一 起 的 结果 。 

但 不 管 真相 如 何 ,作者 究竟 是 谁 ,有 关 的 一 切 资料 都 如 一 团 迷 
雾 , 极 难 肯定 ,因为 无 论 是 欧 几 里 得 或 他 的 任何 同 代 人 都 绝对 没有 留 
下 历史 注解 之 类 。 上 述 传统 的 观点 出 自 普 罗 克 拉 斯 . 迪 多 丘 斯 
(Proclus Diadochus) ,他 是 欧 几 里 得 作品 的 评论 者 ,生活 于 公元 450 
年 左右 , 即 比 欧 几 里 得 晚 700 多 年 。 尽 管 普罗 克 洛 的 论断 因 种 种 原 
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因 可 能 有 一 定 的 道理 ,但 我 们 仍然 难以 承认 它 是 绝对 可 靠 的 ,正好 像 
今天 有 人 宣布 说 , 某 一 部 编 于 1 200 年 前 后 的 作品 ,其 作者 为 某 某 
人 ,我 们 也 无 法 置信 一 样 。 

《几何 原本 ) 接 下 去 的 第 6 卷 的 内 容 , 是 相似 形 的 理论 ,所 用 主要 
工具 为 比例 学 说 。 

在 第 7、 第 8、 第 9 卷 中 ,部 分 地 以 几何 形式 讲解 了 整数 的 理论 。 
我 们 在 此 发 现 ,对 于 整数 的 比 即 有 理 数 的 计算 ,所 用 的 理论 是 完全 独 
立 于 第 5 卷 所 展开 的 理论 的 。 尽 管 有 理 分 数 只 是 实数 的 特殊 的 一 
类 ,但 一 点 也 没有 提 到 更 一 般 的 理论 。 因 此 很 难 相信 ,这 两 个 说 法 出 
自 同一 个 作者 。 在 这 3 卷 内 容 中 ,我 只 提 一 下 现在 用 于 数论 中 的 两 
点 内 容 , 其 一 是 求 两 个 整数 a 和 2 的 最 大 公约 数 的 欧 几 里 得 算法 , 欧 
几 里 得 用 线段 来 表示 。 用 现代 术语 来 表示 ,就 是 a 除 以 5, 然 后 5 除 
以 余数 , 按 下 列 算式 4a 二 m。，6b 十 ni,6 二 mi en 十 ry Ti 二 2 。 
rz 十 r3，*"… 继续 进行 下 去 ,在 有 限 步 之 后 ,最 终 将 除 尽 。 最 后 一 个 余 
数 就 是 所 找 的 公约 数 。 另 一 点 是 可 以 在 欧 几 里 得 这 3 卷 中 找到 存在 
无 穷 多 个 质数 的 著名 的 简单 证 明 ,我 在 去 年 冬天 的 讲座 中 已 经 讲 过 
了 ( 见 第 一 卷 第 三 章 :“ 关 于 整数 的 特殊 性 质 ”)。 

第 10 卷 特别 元 长 ,由 于 几何 的 表示 形式 而 难以 读 懂 , 其 中 介绍 
了 可 以 方 根 表示 的 无 理 数 的 几何 分 类 ,是 以 后 在 几何 构造 中 要 用 到 
的 内 容 。 

直到 第 11 卷 才 开 始 讲 测 体积 学 。 你 们 可 以 看 出 , 欧 几 里 得 也 不 
是 “融合 派 ”。 他 尽量 把 测 体积 学 和 测 面 积 学 (平面 几何 ) 分 开 , 而 今 
大 最 好 像 我 们 常常 提 到 的 那样 “竭力 融合 ”, 尽 可 能 早 一 点 发 展 整 体 
空间 概念 ,从 而 使 学 生 一 开始 就 习惯 于 三 维 空间 图 形 ,而 不 是 人 为 地 
把 学 生 初 期 教学 束缚 在 平面 几何 的 内 容 上 。 

第 12 卷 中 又 出 现 了 关于 无 理 量 的 一 般 讨 论 , 这 对 于 求 棱 锥 和 其 
他 物体 的 体积 是 必须 了 解 的 。 这 里 ,在 所 谓 的 “ 穷 举 法 ”中 ,我 们 可 以 
看 到 上 暗暗 地 应 用 了 极限 的 概念 ,借以 严格 地 推导 了 无 理 数 之 比 。 这 
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个 方法 首先 用 于 证 明 这 样 一 个 求 平面 面积 的 定理 , 即 : 两 个 圆 正比 
于 其 半径 之 平方 。 我 正好 用 这 个 例子 来 简 
单 解释 一 下 这 个 方法 的 内 在 概念 。 任 何 圆 
可 以 用 不 断 增加 边 数 的 n 边 内 接 或 外 切 多 
边 形 来 不 断交 近 。 在 多 边 形 面积 和 圆 面 积 
之 差 会 任意 小 这 个 意义 上 ,这 个 圆 能 被 “ 穷 
举 ”。 于 是 ,如 果 得 不 到 比例 , 则 不 难 理解 每 

21. 23 个 内 接 多 边 形 小 于 圆 而 每 个 外 切 多 边 形 又 

大 于 圆 之 间 的 矛盾 (图 21. 23) 。 

第 13 卷 , 即 最 后 一 卷 ,包含 着 正则 体 的 理论 ,利用 第 10 卷 中 收 
集 的 材料 ,最 终 证 明 能 用 直 尺 和 圆规 作出 所 有 正则 体 即 其 边 长 。 这 
个 最 后 的 结果 与 希 膀 藻 学 家 对 正则 体 所 表现 出 来 的 一 贯 兴趣 是 一 
致 的 。 

对 这 些 内 容 作 了 一 般 性 概述 之 后 ,就 让 我 们 把 注意 力 集中 在 欧 
几 里 得 处 理 几 何 基础 的 那 几 章 。 欧 几 里 得 的 理想 目标 ,显然 是 从 完 
全 预 设 的 一 套 前 提出 发 对 一 切 几 何 定理 进行 逻辑 推导 .《 几 何 原本 》 
的 历史 性 意义 无 疑 主要 在 于 树立 (或 传播 ) 了 这 个 理想 。 但 是 欧 几 里 
得 绝 没 有 真正 达到 他 的 最 高 目标 。 现 代 科 学 正 是 在 基本 的 几何 概念 
上 已 经 取得 了 更 深刻 的 知识 ,而 在 《几何 原本 》 中 却 发 现 了 一 些 模糊 
不 清 的 地 方 。 不 过 传统 的 力量 是 很 大 的 ,所 以 至 今 ( 特 别 在 美国 ) 仍 
奉 欧 几 里 得 的 理论 为 说 明 几 何 基 础 的 卓绝 典范 。 人 们 把 这 部 著作 的 
历史 价值 误 以 为 是 绝对 的 和 永恒 的 价值 。 由 于 对 欧 几 里 得 的 《几何 
原本 》 存 在 着 这 种 过 高 估计 的 情况 ,所 以 很 自然 ,在 以 下 的 讨论 中 我 
要 把 重点 放 在 它 的 反面 , 放 在 它 不 再 符合 我 们 需要 的 那些 方面 。 

在 进行 这 种 批评 中 , 欧 几 里 得 著作 原文 是 否 可 靠 , 是 一 个 特殊 的 
困难 。 大 多 数 原文 经 普罗 克拉 斯 考证 属实 ,而 普罗 克拉 斯 也 是 最 古 
的 考证 人 。 我 们 所 掌握 的 最 古老 的 手稿 都 是 公元 9 世纪 的 本 子 , 即 
比 欧 几 里 得 晚 1 200 年 ! 此 外 ,这 些 各 种 各 样 的 手稿 有 很 大 的 出 入 ， 
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而 且 出 入 往往 正在 十 分 关键 的 基本 部 分 。 拉 丁 文 和 阿拉 伯 文 翻译 和 
注释 人 为 了 努力 河清 原文 又 出 现 了 许多 重大 的 分 卜 , 形 成 了 一 种 传 
统 。 因 此 ,恢复 《几何 原本 3》 的 真面目 ,是 一 个 极其 复 林 的 语文 考据 学 
的 问题 ,耗费 的 聪明 才智 有 惊人 之 多 。 我 们 只 得 迁就 这 样 一 个 事实 ， 
这 种 考据 所 得 最 多 只 是 最 接近 原文 的 文字 ,而 不 可 能 是 真正 的 原文 。 
因此 ,我们 从 即使 最 接近 原文 的 许多 不 同 说 法 中 推 朵 出 来 的 东西 , 绝 
不 可 能 在 一 切 方面 都 与 实际 情况 相 一 致 。 一 般 公 认 , 海 但 格 考证 过 
的 文字 代表 着 现代 语文 考据 学 的 最 高 水 平 , 我 们 这 些 非 考 据 学 家 最 
好 是 以 此 立论 。 当 然 ,我 们 不 能 起 记 ,我 们 所 依据 的 文字 也 绝 不 一 定 
与 原文 一 致 。 因 此 ,如 果 我 们 从 《几何 原本 》 中 找 出 了 什么 缺点 和 巴 
盾 ,那么 是 否 应 该 归 之 于 欧 几 里 得 或 系 误 传 ,都 必须 始终 持 怀疑 
态度 。 

现在 回 到 主题 上 来 ,我 们 首先 要 问 第 一 卷 中 是 如 何 黄征 几何 
基础 的 。 欧 几 里 得 在 前 面 提 出 了 3 组 命题 ,他 称 之 为 “定义 ?>“ 公 
设 ” 和 “公共 概念 ”, 用 德 文 来 传达 ， Ce 以 用 Erklirungen,， 
Forderungen ,Grundsitze 3 个 词 山 。 对 最 后 一 给 命题 ,我 们 通常 按 普 
罗 元 拉 斯 的 说 法 用 “公理 ”这 个 词 ， Meer 

包括 公设 在 内 。 

为 了 获得 关于 定义 的 内 容 , 让 我 们 回忆 一 下 ,我 们 在 前 面 是 怎样 
开始 叙述 我 们 的 几何 进程 的 。 我 们 说 过 ,我 们 不 能 定义 点 、 线 、 面 之 
类 的 东西 ,但 我 们 必须 把 它们 当 作 每 个 人 都 熟悉 的 基本 概念 ,我 们 应 
当 加 以 精确 叙述 的 ,仅仅 是 它们 性 质 中 我 们 希望 利用 的 那 种 性 质 。 
在 这 种 理解 下 ,直到 产生 解析 几何 上 的 坐标 系 (z，y，z) 时 ,才能 进 
行 几 何 作 图 。 只 有 在 这 以 后 ,把 z，y，z 看 做 是 参数 上 的 连续 函数 ， 
我 们 才能 考虑 曲线 的 一 般 概 念 。 那 时 我 也 曾 指出 ,这 可 能 还 会 包括 
一 般 古 怪 的 退化 曲线 ,诸如 完全 覆盖 一 个 曲面 的 曲线 之 类 。 


@ 用 英文 术语 来 说 ,就 是 “定义 ”“ 假 设 ”“ 公 理 ”。 一 一 英 译 者 注 
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欧 几 里 得 没有 这 种 小 心 谨慎 或 从 总 体 设想 的 精神 。 他 一 开始 就 
“定义 ”了 各 种 几何 概念 ,如 点 、 线 、 直 线 、 曲 面 平 面 . 角 、 圆 等 等 。 第 
一 个 “定义 ”说 :“ 点 是 没有 部 分 的 那 种 东西 ”"”。 我 们 很 难 承认 这 是 一 
个 真正 的 定义 ,因为 点 绝 非 仅仅 由 这 个 性 质 决 定 。 接 着 说 :“ 线 是 没 
有 宽度 的 长 度 ,” 这 种 说 法 其 至 是 否 正确 都 值得 怀疑 ,如 果 我 们 承认 
前 述 的 曲线 的 一 般 概念 的 话 。 当 然 , 欧 几 里 得 对 此 是 一 无 所 知 的 。 
第 三 个 “定义 ”又 说 :一 条 直线 相对 于 它 的 点 是 均匀 地 排列 的 线 。” 这 
个 定义 也 是 完全 模糊 不 清 的 ,可 以 附 之 以 各 种 各 样 的 意义 。 它 可 能 
表示 该 线 处 处 方向 相同 ,这样 的 话 ,就 必须 承认 方向 是 每 个 人 都 熟悉 
的 基本 概念 。 也 可 以 解释 为 : 一 条 直线 如 果 被 理解 为 一 个 硬 杆 ,在 
某 种 空间 运动 下 , 即 作为 轴 绕 自身 旋转 或 沿 自 身 平移 时 , 它 始终 与 目 
身 一 致 。 欧 几 里 得 的 这 个 “定义 ”实际 上 以 运动 的 概念 为 前 提 。 至 于 
欧 几 里 得 是 否 有 这 个 意图 , 则 是 一 个 有 争议 的 问题 ,以 后 我 们 回 过 来 
再 谈 。 无 论 如 何 ,总 是 无 法 对 欧 几 里 得 的 直线 定义 以 及 其 他 许多 在 
这 里 不 能 详 谈 的 定义 找到 一 个 毫 不 含糊 的 解释 。 

我 们 现在 转 入 对 公设 的 讨论 。 在 海 伯 格 的 版 本 中 一 共 给 出 了 
5 个 公设 ,其 中 前 3 个 要 求 做 到 

(a) 从 一 点 到 另 一 点 可 作 一 直线 。 

(b) 有 限 的 直线 可 无 限 地 延长 。 

(c) 可 以 任 一 点 为 中 心 过 一 给 定点 作 一 圆 。 

我 们 暂时 把 第 四 个 公设 放 到 一 边 而 讨论 第 五 个 所 谓 平 行 公设 : 

(d) 若 两 条 直线 与 第 三 条 直线 相交 是 在 第 三 条 直线 同一 侧 所 构 
成 的 两 个 同 侧 内 角 之 和 小 于 直角 , 则 两 直线 问 同 一 侧 适当 延长 后 必 

相交 (图 21. 24) 。 

这 些 公设 叙述 了 某 些 作 图 的 
可 能 性 或 欧 几 里 得 以 后 要 用 到 的 
某 些 几 何 图 形 的 存在 性 。 但 是 还 


图 21. 24 有 相当 多 的 类 似 的 几何 存在 性 公 
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设 ,虽然 也 被 他 用 过 , 却 并 不 能 从 他 已 作 的 公设 中 逻辑 地 推导 出 来 。 
作为 一 个 例子 ,我 要 提 到 两 个 圆 若 各 通 
过 对 方 的 圆心 则 必 相 交 这 个 公设 (图 
21. 25) 。 很 容易 列 出 其 他 许多 类 似 的 公 
设 。 因 此 ,我 们 必须 说 , 欧 几 里 得 的 公设 
体系 是 肯定 不 完整 的 。 

现在 让 我 们 来 考虑 第 四 个 公设 。 图 21. 25 

(e) 所 有 的 直角 都 相等 。 

关于 这 个 公设 含义 何在 以 及 为 什么 出 现在 这 个 地 方 ,一 直 有 很 
多 争论 。 与 此 有 关 的 问题 是 欧 几 里 得 是 否 使 用 了 运动 的 概念 。 如 果 
我 们 前 后 一 致 地 把 刚体 图 形 的 运动 概念 放 在 开头 , 像 我 们 在 第 一 种 
几何 发 展 体系 中 所 做 的 那样 ,那么 这 个 公设 就 是 必然 的 逻辑 结果 ( 参 
考 本 章 第 一 节 ) ,因而 是 多 余 的 ,即使 欧 几 里 得 并 没有 这 个 观点 。 但 
在 欧 几 里 得 的 所 有 这 些 基本 公设 中 ,任何 地 方 都 没有 明显 地 提 到 运 
动 的 概念 ,因此 许多 注释 者 假设 这 个 第 四 公设 正 是 为 了 引出 运动 的 
概念 而 作 , 尽 管 他 们 都 承认 这 个 概念 仍 不 完整 。 

另 一 方面 ,大 部 分 欧 几 里 得 评论 家 认为 , 欧 几 里 得 的 本 质 倾向 之 
一 , 正 是 想 按照 某 种 哲学 考虑 (本 章 第 二 节 开 始 部 分 ) ,原则 上 把 运动 
概念 从 几何 中 排除 出 去 ,不 过 那样 的 话 , 抽 象 的 全 等 概念 还 得 放 在 开 
头 ( 像 我 们 的 第 二 种 发 展 体系 中 那样 ) ,而 这 个 第 四 公设 就 不 得 不 作 
为 全 等 理论 的 基础 。 这 就 引起 一 个 问题 : 为 什么 对 于 线段 的 全 等 没 
有 作 类 似 的 说 明 呢 ? 我 们 很 快 可 以 看 出 ,按照 欧 几 里 得 体系 进一步 
推导 下 去 ,这 两 个 观点 都 会 造成 严重 的 矛盾 。 

我 要 指出 , 欧 几 里 得 提出 公设 时 的 一 般 倾向 既 如 上 述 , 则 在 他 
的 公设 中 出 现 这 一 条 公设 的 原因 ,就 都 不 能 用 那 两 个 解释 来 作出 
恰当 的 说 明 。 因 此 佐登 提出 了 另 一 个 有 趣 的 解释 ,但 也 没有 充分 
的 说 服 力 。 他 争辩 说 ,该 公设 想 要 说 明 的 是 : 根据 公设 (b) ,过 一 
点 可 延长 一 条 直线 ,这 个 公设 是 唯一 的 。 佐 登 的 详细 解释 可 在 其 
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所 沙 Geschichte der Mathematik im Altertum und Mittelalter 一 书 中 
找到 (该 书 第 123 页 及 以 后 各 页 )。 由 于 始终 存在 着 这 个 漏洞 , 因 
此 最 后 又 有 一 种 假设 说 ,这 里 的 原文 已 被 自 改 。 确 实 也 一 再 得 出 
过 这 个 绪论 ,无 法 平 朋 。 

现在 进而 讨论 公理 。 在 海 伯 格 的 版 本 中 ,也 有 5 个 公理 : 

(a) 跟 同 一 件 东西 相等 的 一 些 东西 ,彼此 也 相等 : 着 a 二 56,5 = 
c; 则 a 二 cc。 

(b) 等 量 加 等 量 ,总 量 仍 相 等 : 告 a = 6b, c 二 d, 则 a 十 c= 
bi+d, 

(c) 阁 4a= 二 b,c 二 dd, 则 a 一 c= 二 6 一 4d。 

(d) 两 个 重合 的 东西 是 相等 的 。 

(e) 整体 大 于 部 分 : a a 一 5。 

上 述 公理 中 有 4 个 在 逻辑 上 是 自然 的 ,在 此 引信 的 意图 ,显然 是 
想 说 明 其 所 表示 的 一 般 关系 对 于 一 切 几 何 量 (线段 . 角 、 面 积 等 ) 也 都 
成 立 。 而 第 四 个 公理 宣称 ,关于 等 或 不 等 的 判定 标准 最 终归 于 全 等 
或 重合 。 这 里 是 否 含有 运动 的 概念 ,也 确实 不 清楚 。 

关于 公理 与 公设 之 间 的 区 别 ,西蒙 曾 提出 一 个 看 法 ,认为 前 者 处 
理 最 简单 的 逻辑 事实 ,后 者 处 理 空间 知觉 的 事实 。 如 果 海 但 格 版 本 
中 的 顺序 肯定 与 原文 相符 的 话 , 那 么 这 个 看 法 是 十 分 切合 和 透彻 的 。 
但 在 各 种 不 同 的 手稿 中 ,无 论 是 公设 和 公理 的 顺序 或 者 是 内 容 , 实 际 
上 存在 着 重大 的 差异 ,如 平行 公设 往往 被 排 为 第 十 二 公理 ,所 以 和 西 
蒙 的 这 个 设想 绝对 不 一 致 。 

现在 我 们 来 更 仔细 地 考察 一 下 建立 在 这 些 定义 、 公 设 和 公理 上 
的 欧 几 里 得 几何 绪 构 的 开头 部 分 , 即 紧 跟 在 公理 之 后 的 前 四 节 。 通 
过 这 四 世 , 同 时 也 可 以 对 欧 几 里 得 的 基本 观点 ,特别 是 对 运动 概念 的 
态度 进行 某 些 有 趣 的 观察 。 

前 三 节 的 目的 是 解决 把 一 个 给 定 的 线段 AB 从 点 C 开始 放 到 为 

一 线段 CF 上 的 问题 (图 21. 26) 。 当 然 ,任何 人 都 可 以 用 圆规 或 一 
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条 纸 带 通过 直接 转移 , 即 通过 平面 上 刚体 的 运动 来 做 到 这 一 点 。 
但 欧 几 里 得 的 做 法 不 同 ,他 采用 了 理论 的 方法 。 在 他 的 公设 中 ,他 
没有 假定 与 圆规 的 这 个 自由 运动 相对 应 的 作 图 法 。 根 据 他 的 公设 
(O ( 见 前 述 ), 只 有 在 圆周 上 已 经 给 定 一 个 点 后 才 允 许 围绕 一 点 作 
一 个 圆 。 现 在 他 只 能 利用 公设 提供 ， 
的 可 能 性 ,因而 必须 把 这 个 显然 简单 
的 作 图 分 解 为 许多 个 比较 复杂 但 十 
分 巧妙 的 步骤 ; 

(1) 在 给 定 线段 AB 上 作 一 个 等 边 三 角形 。 公 设 (c) 允许 我 们 
以 半径 AB 围绕 A 及 以 半径 BA 围绕 B 各 作 一 圆 (图 21. 27)。 如 上 
所 述 ,可 不 作 任何 解释 断定 这 些 圆 有 一 个 交点 C。 由 此 用 适当 的 公 
理 得 出 严格 的 形式 的 逻辑 证 明 , 证 明 ABC 是 等 边 的 。 


B 


图 21. 26 


C 


图 21. 27 图 21. 28 


(2) 从 一 个 给 定 的 点 C 作 一 等 于 给 定 线 段 AB 的 线段 

(图 21. 28) .根据 (1), 在 AC 上 作 一 等 边 三 角形 ACD。 延 长 DA( 公 

设 (b)), 并 与 围绕 A 的 半径 为 AB 的 圆 ( 公 设 (c)) 相 交 于 B'( 对 存在 

此 交点 之 理由 仍 未 作 解 释 )。 现 在 以 DB' 为 半径 、 以 DD 为 中 心 作 一 

个 圆 ,并 得 出 它 与 DC 延长 线 的 交点 为 下。 于 是 CE = 二 4AB , 这 个 显 
然而 见 的 结果 也 就 得 到 了 详细 的 证 明 。 

(3) 给 出 两 个 线段 AB、CF ,满足 CFAB; 从 点 C 起 在 CF 上 

截 一 个 等 于 AB 的 线段 。 根 据 (2) ,从 点 C 作 任 一 线段 CE 一 AB ,并 

以 C 为 中 心 、 以 CE 为 半径 , 作 圆 与 CF 交 于 G, 则 CG 为 所 求 线 段 。 
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这 就 解决 了 所 给 出 的 问题 。 作 为 第 四 个 公理 , 欧 几 里 得 现在 叙 
述 第 一 个 三 角形 全 等 定理 如 下 : 如 果 两 个 三 角形 ABC 和 A'B'C 各 
有 两 边 和 夹 角 对 应 相等 (图 21. 29,AB =AB’, AC=AC’, /A= 
了 A'), 则 两 个 三 角形 的 其 他 部 分 均 相 等 。 在 证 明 此 定理 时 ,根据 前 
述 作 图 , 欧 几 里 得 犯 了 一 个 显然 前 后 不 一 致 的 错误 ,这 也 是 我 把 全 部 
证 明 重 新 写 出 的 原因 。 他 设想 把 三 角形 A'B'C 得 在 三 角形 ABC 上 
面 ,使 得 边 A'B’ 和 A'C 分别 与 边 AB 和 AC 重合 ,而 人 A 则 重合 于 
一 A。 现 在 从 所 得 的 结果 ,我 们 事实 上 只 学 会 了 怎样 把 一 条 线段 放 
在 另 一 条 线段 之 上 ,但 欧 几 里 得 只 字 未 提 角 如 何 重 伙 ,更 未 提 在 这 个 
转移 过 程 中 第 三 边 B'C ' 会 发 生 什么 情况 , 连 它 是 否 仍 为 一 条 直线 也 
存 有 疑问 。 直 观 上 ,这 当然 是 十 分 清楚 的 事 , 但 欧 几 里 得 的 整个 目的 
是 推论 的 逻辑 完整 性 。 尽 管 如 此 ,他 在 这 里 却 并 未 作 进一步 解释 就 
得 出 了 结论 说 ,B'C "也 必 转 移 成 一 条 直线 ,因而 必 与 BC 重合 。 然 而 
这 无 异 于 假设 存在 不 改变 几何 图 形 形 状 与 大 小 的 运动 ,正如 第 一 种 
几何 发 展 体系 中 明确 所 作 的 那样 。 如 果 作 了 这 个 假设 ,当然 就 能 证 
明 这 第 一 个 全 等 三 角形 定理 了 ( 见 本 童 第 二 节 开 头 部 分 )，。 


图 21. 29 


因此 ,网 几 里 得 的 这 个 证 明 似 乎 表明 他 是 支持 运动 的 概念 的 。 
问题 是 : 既然 如 此 ,为 什么 在 几何 基础 中 只 字 未 提 呢 ?首先 ,他 对 第 
二 个 和 第 三 个 公理 的 巧妙 证 明永 显得 漫 无 目的 ,因为 这 个 证 明 可 以 
利用 运动 的 概念 一 言 以 证 之 。 男 一 方面 ,如 果 我 们 把 第 四 个 公理 看 
做 是 后 来 插入 的 ,那么 欧 几 里 得 对 第 一 全 等 定理 持 何 态度 问题 仍 属 
巧 案 。 因 此 在 他 的 体系 中 仍然 存在 一 个 关键 的 漳 洞 。 没 有 运动 概念 
是 不 可 能 证 明 这 个 定理 的 ,因此 必须 像 在 我 们 的 第 二 个 发 展 体系 中 
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所 作 的 那样 ,把 这 个 定理 放 人 公理 之 中 ( 见 本 章 第 二 节 开 头 部 分 )。 
作为 本 讨论 的 结论 ,我 们 只 能 说 , 正 是 在 欧 几 里 得 几何 第 一 卷 前 几 个 
定理 中 表现 出 来 的 许多 难以 解决 的 重大 矛盾 ,使 我 们 无 法 说 欧 几 里 
得 几何 已 经 达到 了 上 述 的 理想 。 

关于 欧 几 里 得 对 几何 基础 的 表述 ,还 必须 提出 另 一 个 相反 的 看 
法 。 如 果 我 们 用 欧 几 里 得 自己 的 理想 来 衡量 他 ,同时 考虑 我 们 现在 
的 知识 ,那么 上 述 这 一 切 漏 洞 和 模糊 不 清 之 处 和 这 一 个 相反 意见 相 
比 就 没有 那么 重要 了 。 我 们 采取 熟悉 的 分 析 语 言 ,但 欧 几 里 得 对 几 
何 量 (线段 . 角 、 曲 面 等 ) 从 未 使 用 符号 ,他 把 这 些 量 都 当 作 绝对 量 。 
他 在 某 种 意义 上 处 理 了 解析 几何 内 容 , 而 其 中 坐标 及 其 他 的 量 都 只 
以 绝对 值 出 现 。 其 结果 是 他 不 能 得 出 普遍 正确 的 定理 ,而 必须 按 具 
体例 子 来 分 别 加 以 说 明 。 提 一 个 简单 的 例子 ,所 谓 推广 的 毕 达 哥 拉 
斯 定理 ,其 现代 表示 式 为 c 一 必 十 六 一 
2abcos7Y, 一 般 对 锐角 或 钝 角 三 角形 均 六 
成 立 ( 图 21. 30) ,因为 cosy 在 两 种 情况 
下 分 别 取 正 负 值 。 但 欧 几 里 得 只 知道 
绝对 值 |cosy| ,因而 必须 将 这 两 种 情况 
用 两 个 不 同 的 公式 

二 a 二 6 一 2ab | cos7Y| 和 c= 二 a 十 6 十 2ab | cosY | 


来 表达 。 在 进一步 深入 时 ,这 种 区 别 对 竺 的 情况 当然 会 变 得 更 为 复 
好 ,表达 得 不 够 清楚 。 

我 们 所 谈 到 的 这 种 缺陷 ,当然 会 在 纯 几何 中 表现 出 来 。 解 析 表 
达 式 中 的 符号 差异 ,相当 于 纯 几 何 中 一 点 C 是 在 点 4 与 扎 B 之 间 还 
是 在 线段 AB 之 外 的 顺序 差异 。 只 有 明确 地 表达 出 这 个 位 置 关 系 方 
面 的 基本 事实 , 即 所 谓 介 于 性 公理 , 像 我 们 在 第 一 种 以 及 第 二 种 几何 
发 展 体系 中 所 强调 的 那样 ,才能 建立 一 个 完整 的 几何 的 逻辑 结构 。 
如 果 我 们 像 欧 几 里 得 那样 忽略 了 这 一 点 ,我 们 就 不 能 达到 建立 一 个 
纯 逻 辑 几何 结构 的 理想 。 我 们 必须 继续 依赖 于 图 形 , 并 讨论 这 些 位 


C 


图 21. 30 
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置 关系 。 因 而 我 们 与 欧 几 里 得 相反 的 看 法 , 简 而 言 之 ,在 于 他 没有 介 
于 性 公理 。 
必须 真正 作出 某 种 关于 “ 介 于 性 ”概念 的 假设 这 个 观点 ,换言之 ， 
必须 按照 某 种 约定 赋予 基本 几何 量 以 符号 的 观点 ,是 一 种 相对 来 说 
新 的 观点 。 在 本 卷 一 开始 (第 十 章 中 关于 多 面体 体积 部 分 ), 当 我 们 
讨论 这 个 问题 时 ,我 说 过 ,1827 年 莫 比 乌 斯 在 (重心 计算 ) 中 首先 先 
后 一 致 地 使 用 符号 规则 。 在 这 一 方面 ,1832 年 3 月 6 日 高 斯 致 W。 
鲍 耶 (W. Bolyai) 的 一 封 信 ,十 分 有 趣 。 不 过 这 封 信 于 1900 年 第 一 
次 发 表 在 《高 斯 著作 集 兴 第 222 页 ) 中 , 信 中 说 : 为 了 完全 成 功 ,我 们 
必须 把 " 介 于 性 ”之 类 术语 建立 在 明确 的 概念 基础 上 , 这 是 完全 可 行 
的 ,但 我 还 没有 看 到 哪里 这 么 做 过 。” 
关于 这 些 “ 介 于 性 公理 ”, 第 一 个 精 
确 的 几何 表述 是 M。 帕 什 (M. Pasch) 
1882 年 在 Vorlesungen iiber neuere 
Geometrie。 一 书 中 给 出 的 。 这 里 第 一 次 
出 现 了 这 样 一 个 典型 的 定理 ; 敬一 条 直 
线 与 一 个 三 角形 的 一 边 相 交 , 则 也 与 其 
他 两 边 之 一 相交 (图 21. 31) .附带 说 一 下 ,我 们 在 谈 第 一 种 几何 发 展 
体系 中 也 用 过 这 个 定理 ( 见 本 章 第 一 节 )。 
这 些 介 于 性 公理 的 重要 性 不 可 低估 。 如 果 我 们 希望 把 几何 学 发 
展 成 一 门 在 选择 了 公理 之 后 不 必 求 助 于 耳 党 和 图 形 来 推导 其 结论 的 
真正 逻辑 性 的 科学 ,那么 就 应 该 把 它们 看 做 和 其 他 公理 一 样 重要 ，。 
当然 ,求助 于 直觉 和 图 形 是 有 启发 的 ,永远 是 研究 中 必要 的 助手 。 欧 
几 里 得 由 于 没有 这 类 介 于 性 公理 ,始终 不 得 不 借助 于 图 形 来 考虑 不 
同 的 情况 。 他 把 正确 的 几何 作 图 放 到 很 不 重要 的 地 位 ,所 以 学 习 欧 
几 里 得 几何 的 学 生 可 能 发 生 因 错误 作 图 而 得 出 错误 结论 的 真正 危 


图 如. 31 


中 M. 帕 什 ,莱比锡 ,1882 年 (1912 年 第 二 版 )。 
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险 。 大 量 的 所 请 几何 诡辩 就 是 这 样 产 生 的 。 诡 辩 定 理 都 有 形式 上 正 
确 的 证 明 ,但 都 基于 错误 的 几何 作 图 , 即 与 介 于 性 公理 相 和 矛盾 。 我 提 
出 这 样 一 个 诡辩 作为 例子 ,你 们 当中 某 些 人 一 定 也 知道 , 即 “ 证 ”每 个 
三 角形 是 等 腰 的 。 

在 中 点 作 角 A 的 平分 线 和 边 BC 的 垂直 平分 线 。 如 果 两 线 
相 平行 , 则 角 平 分 线 也 就 是 高 ,此 三 角形 显然 是 等 腰 的 。 于 是 我 们 设 
它们 相交 , 且 按 其 交点 在 三 角形 里 面 或 外 面 分 成 两 种 情况 。 在 每 种 
情况 下 ,都 作 OE 与 OF 分 别 垂 直 于 AcC 与 AB ,连接 0B 与 OC 。 

在 第 一 种 情况 下 (图 21. 32)， : 
画 了 水 平 线 条 的 三 角形 AOF 与 
AOF 全 等 ,因为 4O 是 公共 边 ,在 
A 处 的 角 相 等 ,昌都 有 直角 ,因此 
AF 二 AE。 类 似 地 , 带 牌 直线 条 
的 三 角形 OCD 与 OBD 是 全 等 
的 ,因为 OD 是 公共 边 ，DB = 
DC, 对 应 直角 相等 ,于 是 0B = OC。 由 第 一 个 全 等 性 可 得 OE = 
OF ,从 而 可 推 知 不 带 线条 的 两 三 角形 OEC 与 OFB 是 全 等 的 ,因此 
有 FB = 下 C, 将 此 加 于 前 面 方程 中 , 即 得 AB = AC。 

对 于 O 〇 位 于 三 角形 外 的 第 二 种 情况 (图 21. 33) ,我 们 用 同一 
种 方法 指出 三 对 对 应 的 三 角形 全 等 ,从 而 求 得 AF = AE, FB==E 
C, 相 减 后 仍 得 AB = AC, 如 图 所 示 , 从 而 证 明了 任何 三 角形 都 是 
等 腰 的 。 

这 个 证 明 中 的 唯一 错误 在 于 作 图 ,在 第 一 种 情况 下 ,O 根本 不 会 
在 三 角形 以 内 ,而 在 第 二 种 情况 下 ,其 位 置 根本 不 会 如 图 21. 33 所 
示 。 两 个 垂 足 正和 下 中 ,一 个 必 在 其 边 内 而 另 一 则 必 在 其 边 外 ,如 
图 21. 34 所 示 。 于 是 ,实际 上 我 们 有 


AB= AF—BF, AC = AE+CE = AF+BF, 
从 而 绝 不 能 推出 两 边 相等 。 


图 21. 32 
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这 就 完全 浴 清 了 这 个 诡辩 。 我 们 也 能 以 同类 方法 对 付 其 他 许多 
有 名 的 假 证 明 。 诡辩 的 手段 总 是 对 错误 的 图 形 、 焉 曲 了 点 和 线 的 
顺序 。 

在 批判 了 欧 几 里 得 体系 中 某 些 本 质 缺 陷 之 后 ,我 想 指出 它 的 一 
个 最 妙 的 地 方 , 也 是 他 的 热心 支持 者 们 通常 像 对 他 的 错误 一 样 视 而 
不 见 之 处 。 我 在 前 面 指出 过 ,在 欧 几 里 得 4 几何 原本 ;第 5 卷 中 ,任何 
两 个 几何 量 a 与 6 之 比 ,都 被 认为 是 一 般 数 量 概念 的 等 价 物 。 欧 几 
里 得 在 此 明白 地 规定 ,只 有 在 某 种 条 件 下 , 即 可 以 找到 两 个 整数 m 
与 n ,使 得 mep，a<xp 时 , 才 考 虑 两 个 同类 几何 量 a 与 5 之 比 。 他 
的 话 是 : 不 同 的 量 只 有 在 其 倍数 能 彼此 超过 时 才 有 一 个 比 。 这 个 要 
求 现在 称 为 阿 基 米 德 公 理 , 但 这 个 名 称 是 与 历史 完全 不 符 的 ,因为 欧 
几 里 得 在 阿 基 米 德 之 前 就 得 出 了 这 个 公理 ,而 且 欧 多 克 斯 也 许 早 已 
了 解 了 。 今 天 , 欧 多 克 斯 公理 这 个 名 称 越 来 越 流 行 了 。 

这 个 阿 基 米 德 公理 作为 最 重要 的 连续 性 公设 之 一 ,在 现代 几何 
基础 研究 以 及 算术 基础 研究 中 起 着 极 大 的 作用 ,我 们 在 这 些 讲 座 中 
已 一 再 提 到 它 。 你 们 会 特别 注意 到 ,我 们 在 第 一 种 几何 发 展 体 系 中 
所 用 的 “从 点 A 出 发 经 过 平移 而 重复 的 点 最 终 将 包括 一 条 射线 的 每 
个 点 ”的 公设 (本 章 第 一 节 ) ,实质 上 与 阿 基 米 德 公理 相同 。 我 们 在 
第 一 卷 “无 穷 小 演算 的 一 般 考虑 ”中 也 详细 讨论 过 这 个 公理 。 于 是 
我 们 称 在 任意 有 限 倍数 n 之 后 仍然 永远 小 于 5。 的 量 a 为 相对 于 5 
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的 真正 无 穷 小 量 , 或 相反 , 称 2 为 相对 于 a 的 真正 无 穷 大 量 。 因 
此 , 欧 几 里 得 实际 上 用 他 的 规定 把 包含 真正 无 穷 小 元 素 或 无 穷 大 
元 素 排 除 在 几何 量 系 统 以 外 了 。 事 实 上 ,如 果 我 们 希望 发 展 比例 
理论 ,就 必须 排除 这 类 系统 ,因为 正如 我 们 已 经 强调 过 的 ,比例 理 
论 只 不 过 是 现代 无 理 数 理论 的 男 一 种 形式 。 因 此 , 欧 几 里 得 (或 事 
实 上 是 在 他 之 前 的 欧 多 克 斯 ) 在 这 里 所 做 的 ,本 质 上 就 是 现代 数 的 
概念 的 研究 ,而 且 他 使 用 了 完全 相同 的 工具 ,这 正 是 欧 几 里 得 几何 
中 最 令 人 注目 的 部 分 。 

现在 我 们 来 讨论 为 一 个 公理 ,由 于 这 个 公理 在 古代 和 中 世纪 时 
代 已 众所周知 ,并 已 进行 过 大 量 的 讨论 ,所 以 它 特别 有 趣 。 如 采 我 们 
考察 一 下 不 满足 它 的 一 个 具体 的 几何 量 系 统 ,那么 我 们 就 能 充分 领 
会 它 的 重要 性 。 我 指 的 是 所 谓 喇 叭 角 , 即 按 某 种 一 般 方 法 考虑 的 两 
条 曲线 之 间 的 角 。 今 天 , 当 我 们 谈 到 角 时 ,想到 的 总 是 两 直线 之 间 的 
角 , 而 将 两 曲线 之 间 的 角 理 解 为 它们 切线 之 间 的 角 (图 21. 35)。 于 
是 一 条 曲线 ,例如 一 个 圆 ,与 其 切线 之 间 的 角 总 是 零 。 这 样 , 所 有 角 
形成 普通 的 阿 基 米 德 几何 量 系统 ,我 们 可 以 对 它 应 用 欧 几 里 得 的 比 
率 理论 ,换言之 ,可 以 用 简单 的 实数 来 度量 。 


LU 
图 21. 35 


与 此 相反 ,我 们 把 两 曲线 间 的 喇叭 角 定 义 为 在 交点 邻近 由 曲线 
所 包围 的 平面 的 部 分 (图 21. 36)。 我 们 将 看 到 这 个 定义 如 何 引起 非 
阿 基 米 德 量 的 概念 , 即 不 满足 那个 公理 的 概念 。 我 们 在 此 只 限于 角 
的 一 边 是 一 条 固定 直线 (z 轴 ) ,顶点 为 原点 0, 男 一 边 是 与 z 轴 相 交 
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或 相 切 于 点 O 的 圆 ( 在 需要 时 也 可 以 是 一 条 直线 ) (图 21. 37)。 于 
是 , 当 我 们 问 点 O 允 近 时 ,如 果 一 个 角 的 自由 边 最 终 位 于 男 一 个 角 
的 目 由 边 的 下 边 , 即 前 者 最 终 包 围 之 平面 部 分 小 于 后 者 , 则 自然 称 前 
者 喇叭 角 小 于 后 者 。 因 此 , 切 圆 的 角 总 是 小 于 交 圆 或 斜 直线 的 角 。 
两 个 切 圆 中 ,半径 大 者 的 交角 较 小 ,因为 它 在 半径 小 的 圆 的 下 面 通 
过 。 显 然 , 这 些 规 定 对 任意 两 个 喇叭 角 决 定 了 谁 大 谁 小 ,从 而 所 有 喇 
叭 角 的 总 体 是 和 我 们 今天 点 集 理论 中 所 说 的 与 普通 实数 总 体 一 样 是 
单 序 的 。 


、4 HE 


图 21. 36 图 21. 37 


为 了 判断 这 两 种 集合 的 区 别 ,我 们 必须 对 喇叭 角 的 测度 作 进 一 
步 的 规定 。 我 们 首先 用 普通 角 单 位 来 度量 过 点 O 的 直线 (与 工 轴 ) 
的 交角 。 根 据 定 义 ,每 个 由 与 zx 轴 相 切 的 图 所 构成 的 角 小 于 由 两 直 
线 相交 的 任意 角 ,但 不 论 多 么 小 ,它们 都 异 于 零 。 这 种 情况 在 普通 数 
连续 统 中 ,对 一 个 异 于 零 的 数 2 是 不 可 能 的 ,所 以 我 们 的 a 是 “真正 
无 穷 小 量 ”。 

为 了 把 这 件 事 同 阿 基 洲 德 公理 联系 起 来 ,我 们 必须 对 这 些 曲线 
角 与 整数 之 积 给 出 定义 。 如 来 我 们 有 一 个 半径 为 RR 的 圆 切 于 点 〇 ， 


则 规定 半径 为 一 的 切 圆 构成 前 者 角 的 ” 倍 角 应 该 是 自然 的 。 就 半径 


为 R, 二， 人，… 的 切 圆 的 角 越 来 越 大 而 论 , 这 是 符合 前 面 的 定义 


的 。 因 此 ,一 个 切 圆 的 角 < 乘 以 任意 整数 得 出 另 一 个 切 圆 的 角 , 按 我 
们 的 定义 ,任何 倍数 na ,不 论 n 怎样 大 ,必须 小 于 一 个 国定 相交 直线 
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所 成 的 角 & 图 21. 38) ,因此 , 阿 基 米 德 公理 不 被 满足 , 且 切 圆 角 相对 
于 相交 直线 角 必 须 被 看 做 为 真正 的 无 穷 小 。 至 于 两 个 这 种 角 的 一 般 
加 法 ,根据 已 建立 的 整数 乘法 的 定义 ,可 将 半径 倒数 相 加 进行 ,最 终 
也 可 以 作为 真正 无 穷 小 角 的 度量 。 


图 21. 38 图 21. 39 


如 果 我 们 现在 有 一 个 通过 点 O 的 任意 圆 ( 图 21. 39) ,我 们 可 以 
将 它 的 角 当 作 它 的 切线 与 z 轴 的 夹 角 ( 按 通 常 意义 度量 ) 及 它 与 其 
切线 之 间 的 按 上 面 定 义 的 真正 无 穷 小 角 之 和 。 如 果 我 们 对 这 些 分 高 
的 被 加 量 施 以 加 法 和 乘法 ,我 们 就 对 这 些 喇 以 角 的 运算 建立 了 一 个 
完整 的 方法 。 但 在 这 个 范围 内 , 阿 基 米 德 公 理 不 成 立 , 因 而 不 能 应 用 
普通 实数 。 我 们 可 假定 欧 几 里 得 (及 欧 多 克 斯 ) 已 知 此 事 ,而 用 他 的 
公理 把 这 种 几何 量 系 统 有 意 排除 出 去 。 

利用 现代 方法 ,我 们 可 以 将 这 些 喇叭 角 的 范围 推广 ,使 定义 变 得 
更 广泛 而 又 简单 。 我 们 只 要 考虑 所 有 过 O 的 解析 曲线 ,任何 这 种 曲 
线 将 由 大 级 数 YY1 一 CI] 人 之 二 Br 十 iz 十 …， y2 一 42 之 二 Bz 本 
yz 十 … 给 出 。 我 们 将 按 ai >>o 或 < as 而 说 曲线 1 与 工 轴 的 角 
大 于 或 小 于 曲线 2 与 z 轴 的 角 。 如 果 a = &, 则 相对 大 小 依赖 于 不 等 
式 B 三 B ;如 果 BB = 尺 , 则 用 不 等 式 Xi 三 7 来 决定 ,等 等 。 显然, 用 
这 种 方法 ,可 把 所 有 解析 曲线 的 这 种 角 编 成 一 个 确定 的 单 序 序列 ,而 
圆 被 包含 在 上 面 对 它 们 确定 的 顺序 之 中 。 

为 了 得 到 曲线 1 与 工 轴 的 角 的 ” 倍 ,我 们 可 简单 地 令 其 等 于 乘 
震级 数 以 2 倍 而 得 到 的 曲线 zan，y = zaiz 十 np 十 … 与 工 轴 的 角 。 


。 246 。 高 观点 下 的 初等 数学 


在 前 面 ,为 了 不 脱离 圆 的 范围 ,我 们 不 得 不 应 用 一 种 较 复杂 的 运算 ， 
即 以 半径 为 个 的 圆 ,其 级 数 展开 式 为 


代 换 半径 为 R 的 圆 ,其 级 数 展开 式 为 


y= 5 es 十 … 

前 一 展开 式 只 有 第 一 项 是 后 一 展开 式 的 n 售 。 但 是 采用 这 个 新 的 、 
较 简 单 的 定义 ,我 们 也 会 得 到 一 个 非 阿 基 米 德 几何 量 系统 。 一 个 展 
开 式 从 Tz (a; 一 0) 开始 的 曲线 ,在 乘 以 任意 大 数 n 倍 后 ,仍然 比 一 个 
al 关 0 的 曲线 产生 的 角 小 。 这 里 我 们 用 一 个 比较 清楚 的 表达 方式 ， 
实质 上 重复 了 第 一 卷 中 的 内 容 D。 在 军 级 数 y 二 az 十 Br 十 Yr 十 … 
中 , 按 这 里 的 解释 ,逐次 蜗 xX， x ,x ，… 人 简单 地 起 着 不 同 的 、 丈 级 增 
加 阶 数 的 无 穷 小 量 的 作用 。 

有 趣 的 是 ,我 们 可 以 通过 增加 某 些 非 解 析 曲 线 更 加 压缩 喇叭 角 
的 序列 。 但 为 了 能 对 大 小 作 比 较 , 曲 线 不 能 无 限 摆 动 , 或 更 精确 地 


说 ,不 能 和 一 个 解析 曲线 相交 无 穷 多 次 。 我 只 要 提出 曲线 y 二 e 立 
作为 例子 就 够 了 。 这 条 曲线 具有 在 x = 0 处 所 有 导数 为 0 的 性 质 , 故 
不 能 在 该 处 展 成 寡 级 数 。 显 然 , 它 最 终 会 在 所 有 解析 曲线 下 通过 。 
尽管 我 们 在 前 面 已 有 了 一 个 压缩 的 喇叭 角 序列 ,但 我 们 现在 有 一 个 
新 的 喇叭 角 , 它 和 它 的 有 限 倍数 均 小 于 任意 解析 曲线 和 zx 轴 所 成 
的 角 。 

我 们 将 在 此 结束 这 些 讨论 及 对 欧 几 里 得 的 全 部 研究 。 在 结束 的 
时 候 , 我 要 用 几 句 话 来 总 结 一 下 我 们 经 过 上 述 思考 分 析 而 得 出 的 对 
欧 几 里 得 (几何 原本 》 的 看 法 。 


OD 见 第 一 卷 第 九 竟 第 一 节 , 其 中 不 同 阶 的 量 称 为 1， 5， ”oo 
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(1) 欧 几 里 得 4 几何 原本 ;的 伟大 历史 意义 在 于 把 逻辑 上 前 后 一 
致 的 几何 学 发 展 体系 的 范例 传 之 于 后 世 。 

(2) 至 于 其 具体 实施 情 次 ,有 许多 做 得 很 好 的 地 方 ,但 也 有 其 他 
许多 地 方 肯定 低 于 我 们 今天 的 科学 要 求 。 | 

(3) 由 于 原文 不 肯定 ,因此 许多 重要 的 细节 ,特别 是 在 第 一 本 开 
头 部 分 , 仍 令 人 怀疑 。 

(4) 由 于 欧 几 里 得 手头 没有 算术 工具 ,其 整个 体系 往往 显得 不 
必要 的 惕 元 。 

(5) 片面 强调 逻辑 过 程 , 使 对 全 书 整体 及 其 各 本 质 联系 的 理解 
发 生 了 困难 。 

我 想 回 忆 一 下 我 们 在 不 同 地 方 已 经 指出 的 两 种 概念 体系 , 进 一 
步 阐明 我 们 对 几何 发 展 的 态度 。 

第 一 是 我 们 可 以 按照 完全 不 同 的 体系 来 发 展 几 何 。 其 中 两 个 体 
系 ,我 们 已 经 作 了 仔细 的 讨论 。 一 个 是 从 运动 群 ,特别 是 从 平移 群 出 
发 , 男 一 个 是 从 全 等 公理 出 发 ,把 平行 公理 推 到 很 后 的 地 方 。 这 种 并 
列 的 情况 ,使 我 们 在 确定 几何 的 公理 基础 时 所 拥有 的 自由 显得 特别 
重要 。 我 想 再 次 特别 强调 这 个 情况 ,因为 经 常 听 到 一 些 不 能 容 念 的 
说 法 ,作者 侦 爱 茶 个 概念 ,就 把 这 个 概念 说 成 是 绝对 最 简单 的 、 最 适 
合 于 确定 几何 的 基础 , 别 的 概念 都 不 行 。 事 实 上 ,所 有 基本 几何 概念 
与 公理 的 源 果 是 我 们 的 朴素 的 几何 直觉 。 我 们 根据 这 种 直觉 选 出 素 
材 , 经 过 适当 的 理想 化 后 ,把 它 作 为 逻辑 处 理 的 基础 。 但 对 于 该 做 什 
么 选择 ,并 没有 绝对 的 准则 。 这 里 所 存在 的 自由 只 受到 一 个 限制 , 即 
要 求 公 理 系 统 满足 几何 体系 前 后 一 贯 的 需要 。 

第 二 是 关于 我 们 对 于 解析 几何 的 态度 ,以 及 我 们 对 欧 几 里 得 时 
代 以 来 某 些 传统 的 批评 。 这 些 传统 早 就 不 符 人 台数 学 科学 的 现状 , 因 
而 必须 在 中 学 教学 中 放弃 。 在 欧 几 里 得 时 代 , 几何 学 由 于 其 公理 的 
缘故 而 成 为 一 般 算术 (也 包括 无 理 数 的 算术 ) 的 严格 基础 。 直 到 19 
世纪 ,算术 还 保持 者 从 属于 几何 的 地 位 ,但 以 后 发 生 了 变化 。 今天 的 
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算术 ,作为 一 门 真 正 的 基础 学 科 , 已 达到 统治 地 位 。 在 科学 几何 学 的 
体系 中 ,必须 考虑 这 个 事实 。 也 就 是 说 ,几何 学 应 从 算术 研究 结果 的 
基础 上 出 发 。 我 们 的 体系 中 对 解析 几何 所 采取 的 态度 ,以 及 在 几何 
处 理 中 系统 地 应 用 分 析 工 具 等 事实 ,都 表明 我 们 赞成 上 述 主张 。 

纯 儿 何 理 论 的 讨论 到 此 就 结束 了 ,希望 已 经 把 整个 几何 领域 作 
了 所 要 求 的 介绍 ,没有 脱离 中 学 教学 的 需要 。 


ementary Mathematics from an Advanced Standpoint 


教师 应 该 具备 更 高 的 数学 观点 。 理 由 是 ， 观 点 越 高 ， 事 物 越 显得 简单 。 

《高 观点 下 的 初等 数学 》 一 书 ， 至 今 读 来 仍然 感到 十 分 亲切 。 这 是 因为 ， 其 内 容 主要 是 基础 数学 ， 其 观 
益 售 大 真理 ， 而 当时 德国 数学 教育 中 的 不 少 问 题 ， 在 今日 之 我 国 也 仍然 存在 。 克 莱 因 声称 本 书 是 为 中 学 教 
和 成 熟 的 大 学 生 写 的 ， 但 按 其 内 容 ， 所 有 对 数学 有 一 定 了 解 的 人 都 可 以 从 中 获得 教 益 和 局 发 …… 现 代数 学 
发 生 了 极 大 变化 ， 新 成 果 、 新 概念 、 新 观点 、 新 学 科 层 出 不 穷 。 我 热切 希望 我 国 高 水 平 的 数学 多 面 手 会 写 
更 结合 我 国 实际 的 、 现 代 化 的 《高 观点 下 的 初等 数学 》。 这 样 一 本 书 的 出 版 将 是 我 国 数学 教育 史上 的 一 件 
事 。 

国 量 天 大 任 


读 这 本 书 ， 您 会 感到 极 有 收获 ， 而 不 得 不 心悦诚服 。 不 得 不 承认 克 莱 因 是 真正 的 大 师 ! 
国 罩 齐 民 友 


除了 数学 的 工作 之 外 ， 克 莱 因 的 数学 史 至 今 仍 是 19 世 纪 数 学 史上 的 重要 的 标准 著作 ， 作 为 当时 的 领袖 数 
家 ， 他 的 许多 观点 至 今 仍然 对 数学 家 、 数 学 史家 有 所 启迪 。 他 的 《高 观点 下 的 初等 数学 》 反 映 了 他 对 数学 
许多 观点 ， 是 -本 译 为 多 种 文字 的 通俗 读物 ， 影 响 至 今 不 误 。 

呈 胡 作 玄 


非 利 克 斯 ， 克 莱 因 教授 是 德国 有 名 的 数学 研究 家 ， 他 也 是 一 位 循循善诱 的 教师 。 他 以 罕见 的 天 才 ， 集 一 
数学 领域 的 知识 于 一 身 ， 并 善于 领悟 这 一 切 领域 之 间 的 相互 关系 。 他 认为 使 学 生 了 解数 学 并 不 是 孤立 的 各 
学 问 ， 而 是 一 个 有 机 的 整体 ， 是 他 作为 一 个 教师 的 明显 职责 。 他 对 中 学 数学 教学 有 浓厚 的 兴趣 ， 不 仅 关 心 
该 教 些 仁 么 内 容 ， 而 且 关 心 怎 样 教 才 是 最 有 效 的 方法 …… 他 一 贯 努 力 缩短 中 学 和 大 学 之 间 的 差距 ， 从 传统 
漠不关心 中 激 起 中 学 教师 对 高 等 数学 的 兴趣 ， 把 中 学 数学 教学 引 向 健康 发 展 的 方向 ， 同 时 也 努力 扭转 大 学 
态度 及 教学 方向 ， 使 之 承认 中 学 的 正常 地 位 ， 使 数学 教育 前 后 一 贯 …… 《高 观点 下 的 初等 数学 》 是 一 本 无 
珍贵 的 著作 ， 同 样 可 作为 大 学 教师 和 中 学 教师 的 参考 书 。 无 论 就 材料 安排 的 巧妙 或 就 讨论 方式 的 引人入胜 
说 ， 目 前 都 没有 一 本 书 可 以 同 这 本 书 相 比 。 


一 洛 杉 矶 加 利 福 尼 亚 大 学 数学 教授 E，R， 赫 德里 克 
时 图 伯克利 加 利 福 尼 亚 大 学 数学 教授 C，A， 庄 布尔 


